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BIBLIOTHÈQUE 

UNIVERSELLE 

DES DAMES. 

ALGEBRE. 
TROISIÈME PARTIE. 
DES LOGARITHMES. 

A 'ou s les Calculateurs ont éprouvé 
combien il eB aifé de fe tromper en 
faifant des multiplications , des divi- 
sons , des extradions de racines , & en 
formant des puilTances. On s’en plai- 
gnoit depuis long-tems , lorfque Neper x 
mort en 1618, imagina un moyen de 
fimplifier ces opérations , & par confis- 
quent d’éviter les erreurs qu’elles oc- 
cafîonnent par leur complication. Il cal- 
cula certaines Tables de nombres ap- 
Algebre* Tome 111 * A 
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pelés Logarithmes , à l’aide defquels 
on réduit les multiplications à de iïm- 
ples additions, les diviflons à de fim- 
ples fouflradions , les formations des 
puiflances à des multiplications tou- 
jours très-courtes , & les extradions 
des racines aux divifions les plus faciles. 
, La découverte des logarithmes efl due 
au Baron Neper , Ecoflois , mort en 
1618. Il faut avouer cependant que Sti— 
felius, Arithméticien Allemand, avoit 
remarqué avant lui la propriété fon- 
damentale des logarithmes ; lavoir , que 
le logarithme du produit de deux, nom- 
bres efl; égal à la fômme de leurs lo- 
garithmes. Mais cette proportion refla 
flerile entre fes mains, & il n’en tira 
aucun ufage pour abréger les opérations: 
ce qui fait l’efientiel de la découverte 
de Néper. Kepler dit auffi que Jufle- 
Byrge , Aflronome du Landgrave de 
Heiie , avoit imaginé les logarithmes ; 
©tais de l’aveu de Kepler même > Tou-; 
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vrage où # Byrge en parlait n’a jamais 
paru. 

Néper publia en 1614 , (a découverte 
dans un livre intitulé : Mirijici Loga- 
rïthmorum canonis defcriptio. Les lo- 
garithmes des nombres qu’;l donne dans 
cet ouvrage , different de ceux que nous 
employons aujourd’hui dans nos Tables ; 
car dans les nôtres , le logarithme de 
10 eft l’unité , ou ce qui eft la même 
chofe , 1,000000; & dans celles de 

Néper, le logarithme de 10 eft 

2,3015850. Mais cette fuppofition lui 
paroiiTant peu commode, il indiqua 
lui-méme des Tables de logarithmes 
telles que nous les avons aujourd’hui. 
Elles furent conftruites après fa mort 
par Henri Briggs , dans fon ouvrage 
intitulé : Arïthmetica Logarithmica • 
Adrien Uiacq , célèbre Mathématicien 
des Pays-Bas , perfectionna le travail de 
Briggs; & plufieurs autres ont travaillé 
depuis fur cette matière. Les Tables 

Aij 
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4 Êlémehs 

des logarithmes qui ont aujourd’hui le # 
plus de réputation pour l’étendue & 
l’exaftitude , font celles de Gardiner , 
in- 4 0 . L’édition in-%° . de ces mêmes 
Tables, augmentées par M. Callet, & 
faite en 1783 , par M. Didot , eft pré- 
férable à toutes les autres. Ce font elles 
dont nous ferons ufège dans ces Elé- 
mens. 

L’intelligence des Logarithmes (mot 
formé de Aoyot , difcours , & de a.piïu.ts y 
nombre; difcours furies nombres) tels 
qu’on les emploie aujourd’hui , dépend 
des notions fuivantes. 

Soit une progrelïion géométrique 
quelconque a 1 : ar : a*: 4 : &c; 

pour multiplier l’un par l’autre deux ter- 
mes de cette formule , on écrit une feule 
fois la quantité <z, en lui donnant pour 
expofent la femme des expofens des deux 
termes multipliés. Ainfi a 2 Xaf==: 
a. 2 * s =<2 7 3 de meme* a 7 Xa$ = 
a 7 4 * P = a 1 6 , Donc le produit de 
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deux termes quelconques <Tune pro- 
gression géométrique ejl toujours égal 
au terme qui dans la meme progreffion 
a pour expofant la fomme des expo- 
fans de ces deux termes • . 

Le quotient de deux termes quel- 
conques d’une progreffion géométrique 
eff le terme qui a pour expolànt la diffé- 
rence des expofans de ces deux termes. 

a 6 

Ainfî -7 — a 6 — 3 =<z 4 # Donc pour 

a 2 ■ 

avoir le quotient de deux de ces ter- 
mes , il faut prendre la différence de 
leurs expofans , & en faire V expofant 
du quotient cherché • 

Ces expofans font les logarithmes • 

En forte que fi a = i o , la formule 

devenant alors 

-ff- 1 o° : i o 1 : i o 2 : i o * : i o 4 : &c. ou 

— i : io : ioo : 1000 : ioooo , &c. l’exj 
• • 

pofànt o eff le logarithme de l’unité 
l’expolant i eff le logarithme de io 

• K 4 • * 

A uj 
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z efl le logarithme de ioo,&c* 
Voilà le premier pas fait pour la 
conflrudion des Tables de logarithmes. 
Mais ces expofàns ne donnant que, les 
logarithmes des nombres de la progref- 
fl on décuple ~ i : io : ioo : 1000, Sic» 
il a fallu chercher ceux des nombres 
intermédiaires, 2, 3, 4, f, 6,7,8, 
9 , il, 12-, &c.' & ceux des fraétionc. 
Pour les trouver , en a ajouté plufieurs 
zéros en forme de décimales à chacun 
des expofàns de la formule , ce qui l’a 
changée en celle-ci , en n’employant 
que fèpt zéros ; 

_LL jqO.OOOOCOO j ïo T,OCOOCOO . J q 2, 0000:00 . 

! O >0000000. & c . 

Puis on a remarqué qu’en inférant dans 
certe formule des expofàns qui feroient 
en progreflion arithmétique , les valeurs 
du nombre 10 élevées aux puifTances 
qu’ils défïgnent , feroient des nombres 
en progreflion géométrique , & que ces 
mêmes expofàns feroient les logarithmes 
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de ces nombres. Donc en faifànt croître 
ces décimales confécutivement de.... 
T TC , ou ce qui revient au même , 
en inférant 9999999 moyens propor- 
tionnels arithmétiques enrfe deux quel- 
conques des expofans de la prog^efïion j 
on a formé une nouvelle progreflton 
géométrique dont les premiers termes 
font , 

_LI_ io O, OOOCOO J j qO'OOOCOOÏ J tqO.OOOCOOZ • 

• • * 

J 0 0,00C0003 j q I OOOCOOO • fcç é 

Les valeurs correfpondantes dé chacun 
de ces termes font des nombres qui 
croiflent fort lentement; puifque le pre 1 - 
mier terme vaut i , & que le dix-mil- 
lion-urtième ne vaut que 10. 

Parmi ces termes inférés , il y en a 
donc un qui vaut z , un autre qui vaut 
3 , un autre qui vaut 4 , ou du moins 
qui en différé très-peu , &c. On a trou- 
vé, par exemple, que z étoit à peu-: 
près la valeur du terme io 0 ^ 010 ? 00 , 
que 3 étoit à peu-prcs la valeur du terme 
' À iv 
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i o°v 477 w r 3, que 4 étoit à peu-près = 
10 o,(So:û6oo j &c. Q n a regardé ces ex- 
polans, comme les logarithmes de z , 
de 3 , de 4, & c. 

Par des calculs fondés (ur cette idée , 
triais dont les détails font immenfes, on 
a conftruit des Tables de logarithmes 
four tous les nombres depuis 1 jufqu’à 
',101960 , & qui fervent à trouver ceux 
des nombres plus grands. Il y a de ces 
.Tables où , pour une plus grande com- 
modité , les logarithmes ont di^, quinze, 
vingt décimales. Pour les calculs or- 
dinaires ù de peu de confèquence , on 
fe contente des Jix premières déci- 
males ; mais on obferve alors très -foi- * 
gneufement d* augmenter d'une unité 
la fixième décimale que Von emploie , 
lorfque la feptième , cejl- à-dire , la 
première de celles que Von néglige , ejl 
$ ou au-dejfus . 

D’après ce que nous venons de dire , 
& fans recourir aux Tables de loga- 
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rithmes, on peut concevoir, i°. que 
les logarithmes de tous les nombres 
compris entre i & io doivent commen- 
cer par o; que ceux de tous les nombres 
compris entre io & ioo commencent 
par i ; que le premier chiffre des lo- 
garithmes des nombres compris entre 
loo & 1000 eft 2, &c. & en général 
que le premier chiffre de chaque loga- 
rithme y appelé la caradériftique , ejl 
compofé d'autant d'unités moins une 
que le nombre auquel il répond a de 
caraflères . Son nom exprime cette pro- 
priété; & l’on voit tout d’un coup que 
ce logarithme 4,814^0 appartient à 
un nombre de cinq chiffres , parce que 
la caradériltique efi: 4. Dans les grandes 
Tables de logarithmes , on n’exprime 
point la caradériltique, i°. parce qu’elle 
le devine aifément à l’infpe&ion des 
nombres 5 2 0 . afin que le calculateur 
puilfe employer la progrefïion arithmé- 
tique qui lui plaira pour caradériltique, 

A v 
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Soit o. 1.1.3 .4.5. &c. correspon- 
dante à — fo°: io 1 : 10 2 : io 3 :io 4 :io*. 
• • 

Soit — 4.?. 6. 7. 8.2.0. i.ï.&c. cor- 
respondante à -tf- 0,000001.: 0,00001 : 
0,0001 : 0,001 : 0,01 : 0,1 : o : 10 : 100 : 
&c. . . Soit -7-&C. &c. Cependant pour 
que le calculateur puifïe éviter toute 
erreur dans les logarithmes des nom- 
bres plus grands que l’unité , nous l’en- 
gageons à féparer alors par une vir- 
gule la cara&crillique de fà fraélion 
décimale ; & dans ceux qui appartient 
dront à des nombres plus petits que 
l’unité , il mettra un point au lieu de 
la virgule , ainSi qu’on le voit dans la 
Table Suivante, 

r • » 

* » ,T 

• n % 


Digitiz 



4 


d’Algebré. il 


-• 



mimm 

■■■ 

1 ' 

— — 

ib «Mi 

11 — 1 

" 1 m 

— — 

5 

00 

00 

CO 

oo 

00 

00 

oo 

00 

oo 

o 

6 


t-* 

t*- 


b- 

b 

os 

Os 

rr> 

o 

C 

'O 

'o 

'o 

so 

'«o 

So 

lr» 

os 

os 


*«*» 

os 

CS 

Os 

os 

Os 

OS 

os 

b 

*r\ 

os 

' 



vf 


Th 


• 4 - 

T}" 

t» 

co 

y 

rrv 

<*> 

r*\ 



rr\ 

«>S 

IN"* 

^rs 

OS 


t-v 


t'. 

tv» 

b* 

b 

b 

b 

N 

SC 

o 

os 

CO 

k 

NO 

Vn 


rr. 

H 

MM 

o 







M 

M 

«■<S 

* 3 " 

ir-s 






M 

rl 


Th 

lr 

o 

• 




M 

r* 

<vs 


!✓“> 

o 

o 

«s 



M 

rl 

os 

*h 

\TN 

o 

o 

o 

Si 


M 

rl 


Th 

lr> 

o 

o 

o 

o 


H 4 

rl 



V~S 

o 

o 

o 

o 

o 

s 

*> 


"1* 

\r 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

! o 

r^v 


vr> 

o 

O 

o 

o 

o 

o 

o 


■*■ 

v-. 

o 

o 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

1 ^ 

V» 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

| 

es 

rs 

r* 

r 

es 

rs 

r 

r\ 

r 

r' 


o 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

O 

O 

1 1 


00 

CO 

/ 

OO 

CO 

CO 

oo 

CO 

oo 

co 

O 

g 


t". 


t> 

b* 

b 

Os 

os 

f'O 

o 

G 

Vû 

Vo 

so 

sc 

'o 

V 3 

1rs 

os 

Os 

b 


Os 

os 

Os 

os 

OS 

Cs 

Os 

b 

r n 

Os 

• "N* 


Tt- 


Th 

T}" 

T$" 

Tl- 

Th 

rl 

co 


«VS 

rn 




rsr\ 


«Ts 


os 


N 

tv 

N 

b- 

b» 

b- 

b- 

b 

b 

So 

Q ij 

r> 

«s 

r 

<> 

«r 

e 

r 


r 

/S 

O 

Os 

oo 

t-. 

so 

1rs 

«$- 

«SS 

<0 

M 

o 

kJ 












o 

o 

o 

o 

o 

M 

rT 

«VS 

Tf 

1rs 

• 

o 

o 

o 

o 

M 

H 


''T 

1rs 



o 

o 

o 

»— < 

rl 


T*" 

1rs 



Vs. 

o 

o 

b-* 

rt 


T*" 

1rs 




>c> 

o 

M 

ri 



V-* 





5 

M 

rl 

r/s 


1rs 






o 

rl 

rr\ 


Xts 




V 

7 


fei 

«vs 

rt- 

v> 

ir» 









Vs 










11 == 

■ 

■MM 

b««jb 

■MM 

MM 

■m 






, A vj 


Digitized 


by Google 




'Il É L É M E K S 

Cette Table fert à trouver les lo- 
garithmes des fraétions ordinaires ; car 
celles-ci peuvent fe réduire fouvent 
en fraéKons décimales. 

z°. Que le produit de deux nombres 
répond à la fomme de leurs logarith- 
mes , & que leur quotient répond à la. 
différence de leurs logarithmes . A in fi. 
pour multiplier 600 par 2 , j’ajoute 
leurs logarithmes 2,7781 5125, &•••.’ 
0,30103000 y la fomme eft 3,0791 812? 
qui appartient à 1200. Pour divifer 
600 par 2 , je fouftrais le logarithme 
0,30103000 du logarithme 2,7781 ç" 1 2 ^ 3 
& j’ai pour quotient 2,47712125 lo- 
garithme de 300. ( l.a fouftraéfion de- 
viendroit une addition; fi l’on employoit 
le complément arithmétique , dont nous 
parlerons plus bas. ) 

3 0 . Que pour faire une régie de trois 
par les logarithmes , il faut ajouter 
. tnfemble les logarithmes des termes 
quil eût fallu multiplier ; & delà fomr 
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me retrancher le logarithme du nombre 
pur lequel il eût fallu divifer le pro- 
duit: le rejle ejl le logarithme du terme 
cherché * Par exemple , foit la propor- 
tion 48 ‘.96 : : 300 : x . Il faudroit, pour 
avoir la valeur de x , multiplier 96 
par 300, & divifer leur produit 28800 
par 48 : mais par les logarithmes , il 
fuffit d’ajouter enfemble ceux de 516 & 
de 300, qui font 1,98227123 
2,477121 if; d’ôter 1,68124124 loga- 
rithme de 48 , de la lômme 4,4^939248 ; 
le relie 2,778 1^124 eft I e logarithme 
de x , lequel répond dans les Tables 
à 600. 

4 0 . Que pour élever une quantité 
à une puijfance quelconque , il faut 
en ajouter le logarithme à lui -même 
autant de fois qu’on auroit multiplié 
cette quantité ; c’eft-à-dire , qu’/7 faut 
multiplier fon logarithme par l’expo - 
fuit de la puijfance . Ainfi pour élever 

8 à la troiüème puilFance , il faut mul- 

« . , * * . . « 
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*« , ' t 

tiplier {on logarithme 0,^03 09 par 3 
le produit 2,70^27 eft le logarithme de 
Ji2, troifième puiflànce de 8. 

?°. Qu’enfin, fi on divife le loga- 
rithme d'une quantité par l'expo** 
faut de la racine qu'on en veut ex- 
traire , le quotient fera le logarithme 
de cettfi racine; ainlî pour extraire la 
racine cubique de 1000 , divifèz fbn 
logarithme 3,000000 paT 3 , & le quo- 
tient 1,000000 fera le logarithme de 
10, qui eft la racine cherchée. 

On peut démontrer généralement 
toutes ces propriétés du calcul logarith- 
mique j & c’elt ce que nous allons faire 

dans l’article fui van t. 

* • • •’ 

Des propriétés des logarithmes 
en générah 

Soit a un nombre plus grand que 
1 unité ; foit m l’expofànt de la puif- 
lance à laquelle il faut élever a pour 
avoir un nombre donné b , en forte que 
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l’on ait a m = 3. On eft convenu d’ap- 
peler m le logarithme de 3, & de l’écrire 
ainfi , m = L. 3. 

Suppofent , par exemple, a = io, 

& 3=ioo, il faut que m = z pour 
que l’on ait a’ n = b , & pour que z 
foit dans cette fuppofftion , le logarithme 
de ioo. Tel eff , comme on l’a vu, le 

fÿftéme des Tables ordinaires. 

/ 

Il fuit de-là que les logarithmes or- 
dinaires font les expofans des puif- 
fances auxquelles il faudroit élever ' 
io pour avoir les nombres qui répon- 
dent à ces logarithmes. 

Et puifque d’un côté , tous les nom- 
bres peuvent être regardés comme étajjt 
différentes puiffances de io , & que de 
l’autre le produit ou le quotient des 
puiffances le trouve en ajoutant ou en t 
Ibuftrayant leurs expolans , il eff clair 
que la (bmme ou la différence des lo- 
garithmes de deux nombres doit répon- 
dre dans les Tables au nombre qui eff 


à. 
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le produit ou le quotient des deux au- 
tres. Nous avons déjà déduit de ce prin- 
cipe les propriétés du calcul logarith- 
mique. Voici une autre manière de les 
démontrer. 

Si a m =-b y il eft évident que.. 
L. a m = L. b ; & fi a* = c ; on aura 
de meme L. a n = L. c ; donc b c— a m X 
a n ■=■ a m 1 n , & "L.bc = L. a m + n = 
m — / -+- L. c ; c’efl-à-dire , que 

le logarithme d’un produit quelconque 
réfulte de la fbmme des logarithmes 
de Tes fadeurs. Voilà donc toutes les 
multiplications réduites à de fimples 
additions. 

Soit p le produit; F^f les fadeurs* 
&t' nous aurons généralement L. p = 
L..F-4-L./; d’où L. jF=L./? — L/; 
c’eft-à-dire, qu’étant donnés le produit 
& un de fes fadeurs , on trouvera le 
logarithme de l’autre fadeur , en ôtant 
le logarithme du fadeur connu de celui 
du produit ; ce qui ramène toutes le$ 
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divilîons à de Amples fouftradiops. 

De ce que h.p = L. F-f- L./’, il 
fuit que dans le cas où F =.f , on a 
L./? = L.f 1 = zL. f, & par confé- 
quent L. F 3 == 3 L. F , L. .F4— 4 L. F y 
ou en générai , L. F m = m L. F. Donc 
pour élever un nombre à une puiflànce 
quelconque , il fuffit de multiplier le 
logarithme de ce nombre par l’expo- 
lànt de la puiflànce que l’on cherche. 

, Et comme les racines ne font que des 
puifiànces fradionnaires , il eft clair 
qu’en multipliant le logarithme d’un 
nombre par la fradion indiquée, ou ce 
qui revient au même , en divifant ce 
logarithme par l’expofant de la racine y 
on aura toujours le logarithme de cette 
racine.' Voici quelques exemples des 
cas les plus ordinaires. 
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Pour avoir le logarithme d’une frac* 
tion , par exemple , de la fradion | ; 
il faut retrancher le logarithme du dé- 
nominateur 4 de celui du numérateur 3 , 
le relie — 0,1x4 939 fera le logarithme 
cherché ; ce qui fait voir que les lo- 
garithmes négatifs indiquent des frac- 
tions plus petites que l-uni té : en effet, 
fi l’on continue en defcendant la pro- 
greffion a 3 : a 2 : a 1 : a° : a 


1 . 


iv 


&c. les expofiins — 1 , 


1 * 

feront les logarithmes de a — 1 = — — » 

a 


de a — 2 = 


a ‘ 


Pour trouver le logarithme d’un nom- 
bre entier joint à une fradion , par 
exemple, de 3 -4-}, réduifez l’entier 
en fradion de même dénominateur , & 
1 ? -f- x 17 


vous aurez 


ôtez 


main tenant le logarithme du divifeur 
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ç de celui du dividende 17, le reûe 
fera le logarithme du quotient. 

Propofons-nous maintenant de trou- 
ver à quel nombre appartient un lo- 
garithme donné , (oit qu’il exccde les 
limites des Tables , ou qu’il tombe entre 
les logarithmes des Tables. Dans le 
premier cas on retranchera de la carac- 
tériftique autant d’unités qu’il fera né- 
cefïàire pour qu’on puifle trouver dans 
les Tables les premiers chiffres du lo- 
garithme propofé ainfi préparé. Si touf 
les chiffres Ce trouvent alors dans les 
Tables, le nombre cherché fera le nom- 
bre même qu’on trouve à coté ; mais 
il faudra lui ajouter vers la droite autant 
de zéros qu’on aura retranché d’unités 
à la cara&ériftique ; parce que , félon 
ce que nous avons dit ci-defTus , on 
eft cepfé avoir dîvifé le nombre par 
autant de fois 10 que l’on .a retranché ^ 
d’unités dans la cara&ériilique. Par 
exemple, le logarithme 7,0174*1 fe 
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trouve après avoir retranché 4 unîtes 
de 7 , répondre à 1041 , j’en conclus 
que le nombre'auquel appartient le lo- 
garithme propofé, efl 104 10000. Si l’on 
ne trouve dans les Tables que les pre- 
miers chiffres du logarithme préparé, 
on Ce conduira comme dans l’exemple 
fuivant. Pour trouver à quel nombre 
répond le logarithme 7,0114^, j’dte 
4 de Ca caraftérifrique , le logarithme 
reliant 3,0114^ tombe entre les lo- 
garithmes des nombres ioitf, 1017. Le 
nombre auquel il répond efl donc 1026, 
plus une fradion ; pour trouver cette' 
fradion, je retranche de mon logarithme 
préparé celui de 101 6 pour avoir le 
relie 331. Je prends dans les Tables la 
différence entre le logarithme de 1026 
& celui de 1027, je trouve 423; Sçfrcs 
quoi je fais cette régler de trois. Si 423 , 
différence entre les logarithmes des nom- 
bres dont nous venons de parler, donne 
i pour différence entre ces nombres 5 
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à quelle différence des nombres doit 
répondre la différence 332 entre mon 
logarithme & celui de 1016 ? c’eft-à- 
dire, je fais 423 : 1 : : 332 : x = 

( Cette propofition fuppofe que les dif- 
férences des nombres font proportion- 
nelles à celles de leurs logarithmes , ce 
qui n’efl pas exaétement vrai ; mais feu- 
lement à peu-près lorfque les nombres 
font allez, grands. ) Ainfî le logarithme 
3,011499 appartient à io2tf-f-f{j à 
très-peu-près , & le logarithme 7,011499 
à un nombre 1000 fois plus grand. . 

Si le logarithme propofé tomboit en- 
tre ceux des Tables, on ne retranche- 
roit rien à la caraétériftique, & même fi 
le logarithme propofé tomboit au-defibus 
de celui de 1200. Il fauclroit pour plus 
d’exactitude ajouter autant d’unités à la 
caraétériffique qu’on le pourroit , fans 
pafîer les bornes des Tables ; après quoi 
l’on fépareroit autant de décimales dans 
le nombre trouvé, qu’on auroit ajouté 
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d’unités à la caradérifiique du loga- 
rithme. 

Soit propofé maintenant de trouver 
le nombre fradionnaire auquel appar- 
tient u n logarithme négatif — i,ï 3 2 73 2 * 
J'ajoute 4 à ce logarithme pour avoir 

467268 qui dans les Tables fe trouve 
entre le logarithme de 2<?$ & celui 
de 2945 j’en conclus que la fradion 
cherchée eft 0,02^4, à moins d’un dix- 
millième près. Erf effet , ajouter 4 à 
un logarithme , c’eft rendre le nombre 
auquel il répond 10 mille fois plus 
grand. Il faut donc , dans le nombre 
trouvé , féparer quatre décimales. 

Soit propofé de trouver la racine cu- 
bique de ^ à moins d'un millième 
près. Le tiers du logarithme de 53 efl 
°>?74758 ; ce logarithme étant cher- 
ché dans les Tables avec une caradé- 
riftique plus forte de 2 unités , ré- 
pond à 37? à peu-près : donc la ra- 
cine demandée ( en féparant 2 déci- 
males) 3 
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males), eft 3,7? à peu-près. Si l’on 
vouloit avoir fà puiflànce - , ou , ce 
qui revient au même , la racine fep- 
îième du cube de 53 , on multiplieroit 
le logarithme de y 3 par 3, avec une 
caradériftique plus forte de fept unités , 
l’on fépareroit enfuite 7 décimales dans 
le nombre trouvé. Si le logarithme ainfi 
préparé fê trouvoit trop grand pour être 
Contenu dans les Tables, on diminue- 
roit là caraâériftique de quelques uni- 
tés , mais enfuite on ajouteroit au ‘nom- 
bre trouvé un pareil nombre de o , & 
enfin on fépareroit 7 décimales. 

Si l’on propofoit d’extraire la racine 
cube de 0,32=0,320; après avoir 
trouvé le logarithme de 320, je pren- 
drois le tiers de ce logarithme que je 
ch^rcherois dans les Tables avec , une 
Cara&ériftique plus forte de trois unités y 
& féparant trois décimales, j’aurois la 
racine cube de 320; mais comme je 
ÿeux la racine de 0,320 , nombre mille 
Algèbre* Tome UT S 
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fois plus petit / la racine trouvée (e- 
roit dix fois trop grande , il faudroit 
donc féparer encore une décimale. 

Puifque toute fra&ion ordinaire peut 
fe réduire en une fraftion décimale (ou 
exaftement, ou du moins à peu-près de 
même valeur ) , air.fi que nous l’avons vu 
ci-devant , ce que nous venons de dire 
peut s’appliquer aux fra&ions ordinaires 
fans- erreur fertfible. 

Propofons-nous maintenant de trou- 
ver le logarithme d’un nombre qui ex- 
cède le plus grand nombre des Tables 
que je fiippofe être ioooo. Soit donc 
propofé le nombre 3255681, dont on 
demande le logarithme. Il faut retran- 
cher de ce nombre autant de chiffres qu’il 
efi néceflaire, pour que le refte fe trouve 
dans les Tables. Je retranche donc trois 
chiffres , & le logarithme du rêfie 
3255, efi 3,512551; je prens aufii le 
logarithme du nombre 3256 plus grand 
d’une unité, ce logarithme efi 3,51*684. 
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Maintenant , ajoutant autant d’unités 
aux caraétérifliques des logarithmes que 
je viens de trouver , que j’ai féparé de 
chiffres dans le nombre propofé , j’ai 
les logarithmes 6,51*551, 6,51*684, 
& les nombres qui leur répondent, font 
3*55000 & 3*5:6000, dont la diffé- 
rence efl 1000; c’eft pourquoi je fais 
cette régie de trois : la différence mille 
entre les nombres dont nous venons de 
parler, donnant 0,000133 pour diffé- 
rence entre leurs logarithmes , combien 
682 , différence entre le nombre pro- 
pofé & le nombre 325:5000, donnera-t-il 
pour différence entre leurs logarithmes? 

Ou 1000 : 0,00013 3 :: 682 : x = 

0,000090. J’ajoute 0,0000.20 à.../.. 
6,51*551 , pour avoir le logarithme du 
nombre propofé =6,512641. Cette 
régie efl fondée fur ce que les diffé- 
rences des nombres font proportionnelles 
aux différences des logarithmes , du 

.Bij 
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moins à peu-près , lorfque les nombres 

font fort grands. 

Remarque . Faifonsconnoîtrele com- 
plément arithmétique fi ufité parmi 
les Calculateurs. On appelle complet 
ment arithmétique d’un nombre , la 
différence entre ce nombre & l’unité, 
fuivie d’autant de zéros qu’il y a de 
chiffres dans le nombre. Ainfi le com- 
plément arithmétique de 3 57 fe trouve 
en ôtant ce dernier nombre de 1000, 

1000. 

3?7 

*43 

♦ 

If eft aifé de voir que pour avoir ce 
complément , il fuffit d’ôter le premier 
chiffre 7 de 10, & chacun des autres de 
9 , ou , ce qui revient au même , de 
regarder le premier o à droite , comme 
valant 10 , & chacun des autres, ,9 , 
en négligeant l’unité ou le premier 
chiffre de la gauche,., Par-là la fouftrac^ 
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tion peut être changée en addition : par 
exemple , pour ajouter enfemble les 
deux nombres 3*2 & *23, & retran- 
cher de leur Ibmme les deux nombres 
2.01 & 32 , 

1*3 

31 * 

compl. arithm. de.... 201.... 7*9 
compl. arithm. de. . . . 32 ... . 6 & 

1742 
6 42 

j’écris les deux premiers nombres & le 
complément arithmétique des deux der- 
niers les uns fous les autres 3 prenant 
la fomme 1742 , je retranche une unité 
du rang des mille, & une du rang des 
centaines, le relie £42 eft le nombre 
cherché. Pour en voir la raifon , il fuffit 
de remarquer que fi au lieu de retran- 
cher 201 , j’ajoute Ion complément arith- 
métique , je fais en même-tems la fbufi- 
tradion propofée & une addition de 
1000 : c'eft-à-dire , d’une dixaine au 

B iij 
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premier chiffre de la gauche du réfiil- 
tat. On voit aufïi qu’en ajoutant le com- 
plément de 5 z , on fait une augmen- 
tation d’une dixaine au fécond chiffre 
du réfuitat. Si les nombres à retrancher 
avoient autant de chiffres que le plus 
grand de ceux- d.;nt on retranche , on 
voit qu’il faudroit retrancher du pre- 
mier chiffre de la gauche du réfuitat, 
autant d’unités qu’on ajoute de com- 
plémens arithmétiques : or , pour cela 
il n’y a qu’à ajouter vers la gauche un 
nombre fufiïfant de o , aux nombres 
qu’on veut retrancher. Par exemple , au 
lieu de prendre le complément de jz, 
on prendra celui de 03 z, qui eft 968 ; 
mais dans ce cas on retrancheroit deux 
unités du premier chiffre du réfuitat, 
& l’on auroit le même nombre cher- 
ché que ci-deffus.) 

* Pour divifer 436 par 109 , il faudroit 
en fe fervant ^es logarithmes , retran- 
cher celui du divifeur de celui du di- 
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vidende. Au lieu de certe opération , 
j’écris le logarithme de 4 36 , auquel 
j’ajoute le complément arithmétique du 
logarithme 2,0374 16 de 1051. 

2,639486 lc g* de 436 , 
7,962*74 comp. arith. 

0,602060 

Du premier chiffre du réfultat , je re- 
tranche une unité , le relie 0,602060 
ell le logarithme du quotient 4 que je 
trouve à coté dans les Tables, 

Pour multiplier une fradion par une 
autre fradion , on ajouteroit enlemble 
les logarithmes des numérateurs , & les 
complémens arithmétiques des logarith- 
mes des dénominateurs , en prenant ces 
logarithmes aufli bien que ceux des nu- 
mérateurs avec un même nombre de 
chiffres à la caradériftique ( pour cela 
on ajoutera , s'il -eft nccefiâire , un ou 
plulîeurs zéros vers la gauche ) , re- 
tranchant deux unités du premier chiure 


\ 
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à gauche de la lômme , le réfiiltat don- 
nèrent le logarithme du produit. 

Cette théorie commode du complé- 
ment arithmétique des logarithmes 
change dans leur ufage toutes les fou£- 
traftions en additions ; c’eft pourquoi 
elle efl très-employée. Elle donne aufli 
une nouvelle forme aux propriétés des 
logarithmes , comme on va le voir dans 
le tableau fuivant où L. a délîgne le 
logarithme de a, & h, 1 a le complé- 
ment arithmétique du logarithme de a • 

On doit fe rappeler que 

L'. a — — L. a , que L'. b=. — L. b , &c. 

ce qui eft clair, puifque; 

L'. a 4- L. a = L. i = o. 

i°,L,.a-hL»b = X^ = L. ab\ 

L. 3 H- L. f = L. 3 x * = L. if; 

L. a. -f- L. b -+-L. c L. </= L. a.y. b x 

rXi = L. ab c d ; 

• * 

/ 

L. 3 •+- L. f •+■ L» 7 H- L. 1 1 = L. 3 x 
5X7X11= L. iiff; 

www , 
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^ - - • ' 

t* r L. = L. cl — L. b = L. æ ■+• 

b 

L'. b ; 

L. — — ■ L. 3 L* 5 - L « 3 + L , « y 

î 

i 

JL. — — L. i-*-L.û==o — L. <2— L\ 
fl * , 

i 

L. ■ — L» i “^Li 3= o ~ • L» 3 — L • 3* 
5 

3°. L. a" =tzL,<x; 

i. . i 

L. <z n = — L. a ; 

Tl 

« m 

L .fl* = — L. û ; 

n 

L. 3* =9 L. 3 ; 

i 
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L. V 3 */ = — L'. 3 , 

m 





771 


71 


m 


(L.<z — L.^) = — (L.æ + L'. £) r 


77 


3 L. ( j ) s — ^ L. (f) — ^ (Lt 3 — L. $ ) =* 
9 ( L. 5 - 4 - L'. 5 ). 

/ a**»*» \ 

5 . L. I 1 =mL. <z -J-»..’ 

V py q* r* / 

tiL^ + îL.c — y L. p — *L. ? — — 
^ L. r = m L. « -+- 77 L. £ H- r L. £ -H 
y L'./ 7 -f-^L'. ^ -H ^ L # . r. 

T / 3 4 X î 9 X7 2 \ 

J-». I — J — 4 £*• 3 4 * 

' 12 - 6 X 13 8 X 14 10 / 

* 9 L. f -t- 2 L. 7 — 6L. j 2 — 8L. 13— - 
1 o L. 1 4 = 4 L. 3 *4* 9 L« 5 *4“ 2. L. 7 " 4 ? 
6 L'. 1 1 -f- 8 L'. 1 3 4- 1 o L/. 1 4, 


“ te 
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Tablé des Logarithmes des Nombres 


depuis i jufqu’à 1200. 


r N . 

Logarith . 


iV. 

=1 

Logarich . 

, i 

ocoooooo 


2 1 

3222 1929 

z 

30103000 


22 

34242268 

3 

4771 * 1*5 


*3 

36172784 

4 

6020 5999 


• M 

38021 124 

f 

69897000 


15 

39794001 

6 

77815125 


26 

4 1 49733 5 

7 

84*09804 


17 

4313 ^ 37 ^ 

8 

90308999 


28,44715803 I 

9 

954*4*51 


29 46239800 II 

IO 

OCOOOOOO 


3 ° 

4771 * 1*5 

1 1 

0413926;/ 


3 i 

49136169 

I z 

0791812* 


3 1 

50* 14998 

13 

“ 3*4335 


33 

518*1394 

14 

14612804 


34 

*3147892 

if 

17609126 


35 

*4406804 

1 6 

2041 I 998 


36 

**630250 

17 

23044892 


37 

*6820172 

18 

255272*1 


38 

* 7978 ? 6 o 

1 9 

27875360 


39 

*9106461 

5 2° 

30103000 


40 

6020 * 999 » 
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Table des Logarithmes * 


r 



-ni 

N. 

Logarith. 


iV. 

jLogvir/M. 

41 

*>127858(5 


61 

78532984 

41 

<52524929 


62 

79*39169 

4 5 

^554*5845 


*3 

79954055 

44 

64545168 


64 

80617997 

45 

6 ï 3 2 1 2 f 1 


65 

81291556 

46 

66275783 


66 

81954594 

47 

67209786 


67 

82607480 

48 

68 1 24r 24 


68 

83250891 

49 

69019608 


69 

83884909 

5 ° 

69897000 


70 

84509804 

5 i 

70757018 


71 

85115835 

5 i 

71600334 


7 i 

85755 *?° 

f 3 

72427587 


75 

865 32286 

54 

75*59576 


74 

86923 172 

55 

74036269 


75 

875061 26 

5 <5 

74818803 


76 

00 

00 

0 

00 

M 

Uj 

*0 

*7 

75587486 


77 

88649073 

1 58 76342799 


78 

89209460 

JL 59 ! 77 oS*zoi 


79 

89762709 

« 3 j 778 lîIM 

ÎL — - 


80 

90308999 


Table 
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Table des Logarithmes , 


\T 


IT 


N. j Logarïth. 

1 

IV. 

Logarith, 

8 1 '90848501 

82 91381385 

83 91907809 

84 92427929 

8 5 92941893 

| 

1 

101 

102 

103 

104 

105 

00432137 
00860017 
01283722 
01703334 
02 1 18930 

86 9344 i? 845 ’ 

87 9391 * 9 *$ 

88 94448267 

89 949i^ooi 

954 MMI 

106 

107 

108 

109 

1 10 

02530587 
02938378 
03342376 
03742650 
04 139269 

1 II 

93 
9 4 
9 5 

95904139 
963 78783 

9 <î 3 ^|. 829 > 
973 11785 

9777 ^ 3^1 

- . - 

in 

1 12 

113 

114 

115 

04532298 
04921 802 
05307844 
05690485 

06069784 

96 

97 

98 

99 
100 

IL 

98227123 

98677173 

99122608 

99163119 

00000000 

" 116 

117 

118 

119 

120 

06445799 

06818586 

07188201 

07554696 

07918125 

Atgebre % 'Tome IJL C 
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Table des Logarithmes • 

F 

Logarith. 

1* 

Logarith . 

1 Iai 

082785:37 


141 

14921911 • 

1 iiz 

08*35983 


I42 

15228S34 

123^89905 1 1 


143 

i 3333*°4 

124 093421*9 


144 

1583*249 

125109*91001 


145 

1*13*800 : 

, 126 

10037055 


14* 

1*43528* 

127 

10380372 


147 

i* 73 i 733 

128 

10720997 

* 

148 

1702*172 

129 

1 1058971 


149 

17318*27 

13 ° 

^ 3 ^ 433 ^ 


150 

17*0912* 

13 * 

11727130 


1 5 1 

17897*93 

, 

12057393 


151 

*8184359 

133 

123854*4 


133 

184*9 143 

134 

12710480 

• 


134 

18752072 

13 3 

13033377 


133 

19033170 

136 

13333891 


15* 

193124*0 

ï 37 

13*72057 


137 

193899*3 

i 3 « 

13987909 


158 

198*5709 

139 

14301480 


139 

20139712 ! 

140 

14*12804 


1*0 

2041 199S I 


I ■ 
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Table des Logarithmes . 


1?= — 

A. 

Logarith 


N . 

"ïl 

Logarith. jj 

161 

20682588 


1 8 1 

25767857 

162 

2C95 1 501 


182 

26007139 

l6 5 

2121 876C 


183 

26245 i°9 

164 

21484385 


1S4 

2648 1782 

I65 

217483^4 


1 85 

» 

2671717; 

166 

220IC8C9 


J 86 

26951294 

167 

22271 647 


187 

27184161 

168 

225 30928 


188 

27415785 

169 

22788670 


189 

27646*80 ■ 

I70 

23C44892 


190 

278755^° 

171 

232996I 1 


191 

28105337 J 

172 . 

23552845 


19 * 

28330123 1 

173 

238C46IO 


'91 

2855573' I 

174 

24054925 


194128780173 ! 

17 ? 

h» 

O 

00 

O 


195 

29005461 

I 

176 

24531267 


1 96 

29225607 |! 

177 

247973*7 


I 97;29446623 j] 

Ï 7 S 

25042000 


198 

29666519 . 

• 179 

25285303 


199 

29885308 | 

l8o 

L 

255*7251 


200 3OIG30OO || 


Cij 
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'Table des Logarithmes» 

O 


N. 

Logarith.\ 

N. 

Logarith . 

201 

I0319606 


221 

34439 H 7 

202 

30535137 


222 

34635297 

203 

30749604 


223 

34830486 

204 

30963017 


224 

35024802 

20? 

3 1 1 7 5 38 


225 

35218252 

‘ 20 6 

31386722 


226 

35410844 

207 

31597035 


227 

35602586 

208 

31806333 


228 

35793485 

209 

32014629 


229 

35983548 

210 

32221929 


230 

36172784 

21 1 

32428246 


231 

36361 198 

212 

32633586 


232 

36548798 

213 

32837960 


*34 

36735591 

214 

33041377 


*33 

36921586 

21* 

33243846 


*3 ? 

37106786 

116 

3344^375 


236 

37291200 

117 

33645973 


137 

37474835 

218 

33845649 


238 

37 657696 

il 9 

34044411 


239 

37839790 * 

220 

34242268 


240 

38021124 2 
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Table des Logarithmes . 


N. 

Logarlth . 


N, 

Logarlth . 

241 

38201704 


261 

41664051 

242 

58381537 


262 

41830129 

245 

58560627 

• 

263 

41995575 

244 

38738583 


264 

42160393 

1 i4J 

38916608 


265 

42324587 

246 

35053511 


266 

42488164 

I? *47 

39269695 


267 

42651 126 
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365 P 
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De Vufage des logarithmes dans la. 
refolution de plufieurs équations . 

Souvent il arrive qu’une équation 
échappe à toutes les règles de l’Algebre 
ordinaire, & qu’elle fe rélbut avec la 
plus grande facilité par le moyen des? 
logarithmes. En voici plufieurs exemples 
avec quelques applications. 

Problème I. Soit propofé de trouver 
la valeur de x dans l’équation a*— b. 
On a L. a*=Li.b , ou x L. a = L«£ ; 
L .b 

donc x = • 

L. a 

a mm 

Soit encore = c • On aura 

b n * — x , 

mxTi.a — ( njc— - 1 ) L.£=L. c y ou 
mxL.a-— njeL.Æ-f-L.Æ=L.£; donc 

4 

mx\*»a nxLub = L. c — L, é ; 8c 
L. c’— L. b 

x — : — — . 

m. D.a — n L. b 

Algèbre» Tome IL1% F 
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lm * — n . 

Soit encore a* = — . Ici 

ci * \ 

# L. j = m 2 ? L. b n L. b — qxTu. c 

donc n L. b = maL. b — x L. æ — 

d’où #=. . 

n L. 3 


•••*••• 


m L. b — L* a — q L, c 
L. />" 

* L.^— - L. c? — L. a ■ 

' L.£ n ‘ • I r.b* 

( b m \ L.(^îû^) 

cî X a / 

Soit enfin l’équation, • 


a 

— "7 

« =.f*—P. 

çm* 

Nous aurons d’abord , . . 


— ^L.3— m?L. £•=(#— p)L.fl 

*» m » 

a 

ou nL.Æ— — • L, £ — m jc L* c =s 

X * 


■ 


M» 



d’Algebre. 7? 

*L./ — pL,/; puis nx'L.b — aL,.b — 
mxx L. c=-xx\j.f — a/?L.y‘, en- 
fuite nxlu. b^+-xp L./’ — mxxh.c — 
xxL.f= — aîu. b\ ou........*.. 

(nL. b-\-p L./") x — 

(mL, c-h L.y* ) a: 2, = — û L. Æ ; ou 

( L. b n ihL.fp) x — 

( L. c m -h L./’) = — L. > eu... 

57 L, b n fP 57* L. c m f = — L. , 

équation qui fe réfout par la méthode 
du fécond degré. 

Problème II. Trouver le quinzième 
termes d’une progreÆïon géométrique, 
ayant fon premier terme <2=12 & 
fon expofant <7 = 100. 

Le quinzième terme cherché étant 
a y n devient = 1 On a alors .... 
%> — : f! q n 1 > L. w = L. 1 2 -ir 1 4 1 00 > 

1.079181 
L. « = < 1 8.000000 

( 29.079181 

iiocoooooooooooooooooooooooooo. 

Eij 
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Problème III. Suppofons qu’il y ait 
cent, mille habitans dans une province * 
& que la population y ^ugmc-nte tous 
les ans- de la trentième partie ; on 
demande quel fera le nombre des ha- 
bitans de cette province au bout d’un 
ficelé ? ( Ce problème & les trois foi- 
vans font tirés d’un des meilleurs Ou- 
vrages d’Euler , qui a pour titre : ln- 
troiiucîio in Analyfin infinitorum . ) Il 
faut Ce rappeler ici la formule des pro- 
greflions géométriques 

~ a: aq 1 : a q z : aq* . . , .aq™ — 1 . 

Soit 71 = iooooo. C’eft le nombre 
donné des habitans , lequel par la condi- 
tion du problème fera n n , ou 
n ( i“H ts) > ou n ( jl.) > à la fin de la 
.première année. Il deviendra n(j £) 4 
à la fin de la fécondé ; n'( j ^) 3 à la 
fin de la troifième ; & ainfï de fuite 
jufqu’au bout du fiècle où^fen expref- 
fion fera n(fs-) ia % ou iooooo (j-?) 100 . 
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Ôn aura donc iooooo (f{) I< ’ a = x , 
nombre que l’on cherche. 

Mais s’il falloit élever (A-^) à la cen- 
tième puiflance par des multiplications 
fuccelfives, on fent bien que le calcul 
lèroit d’une extrême longueur : au lieu 
qu’en fe‘ (èrvant des logarithmes , on 

aura tout de mite..,., 

L. i ooooo -t- i oo L. 4 -i = L.x ; puis 
5 1 — L. 30 = ( par desTables 
qui ayent dix décimales , celles d’Uiacq , 
par exemple). 0,014240439 ; dope... 
tco L. •— = 1,4240439. D’ailleurs 
L. iooooorr:^ ;doncL. x = 6, 4240439 , 
& * = 2554874. Il y auroit donc, après 
cent arts deux miilionsfix cent cinquante- 
quatre mille huit cent foixante-quatorze 
habitans dans cette province. 

Problème IV. La terre ayant été 
repeuplee après le déluge par les trois 
enfans de Noé & par leurs trois femmes, 
on demande dans quel rapport la popula- 
tion auroit dû croître dans chaque année , 

E iij 
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pour qu’il y eût un million d’hommes 

au bout de zoo ans ? 

i 

Soit l’accroifTement annuel; & 

x 

nous aurons l’équation 

/ i -h* v°° 

6 ( J = ioooooo , • qui 


1-hX / IOOOOOO 

donne = ( 

, a v ^ 



& par conféquent L. 

I IOOOOOO 

L.. : 

200 6 


I -+-x 


x 




.5,2218487 = 0,0261092'; d’où 


200 

= , puis. ....."S 

’ X IOOOOOO 


1 000000 = 6196^ x» ' Enfin x=i 6 
environ. Il eut donc fallu que le genre 
humain le fût accru tous les ans de 
ce que la (an té robuile , & les longs 
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jours de nos premiers parens rendent 
affei vraifemblable. 

Problème V. Cherchons maintenant 
la quantité dont il faudroit qu’un peuple 
s’accrût tous les ans , pour être deux 
fois plus nombreux à la fin de chaque 
fiecle. 

Soit n le nombre de ceux qui com- 


petent ce peuple , foit — la quantité 

x 

R 

que nous cherchons \ on aura pouc 
chaque époque féculaire , l’equation 

/ i-l-a? \ ICO . , 

n \ -J =z n, qui donne. .Z] 

( i-hx \ 

^=^^*=0,003010^5 


d’où 


•X IOO 69m 

—ta , & 


X 


10000000 


à peu-près 144. 

Problème VI. Suppofons enfin qu’un 
certain nombre d’hommes augmente 
tous les ans de la centième partie , coj»r 

/ E iv 
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.bien faudra-t-il d’années pour „ que ce 

nombre foit dix fois plus grand? 

Appellant n ce nombre d’hommes , 

x le nombre cherché d’années , on aura 

au bout de x années, rc (—)*= iora, 

ou ( )* = i o > qui donne........ 

Lu io ‘ . - , 

SC = — : = 

L. i o ! •*— L. ioo 

( * 

IOOOOOOO 

• =231. Donc il y aura 

43214 

dix fois plus d’habitans à chaque époque 
de 231 années. 

Problème VII. B a dépenfé le tiers 
de Ion argent , & fa dépenfe eft telle 
que la cinquième puiffance de l’argent 
dépenfé eft au cube de l’argent qui lui 
refte : : 9 : 8. Au contraire C a gagné 
une fomme dont le cube eft au quarré de 
324^ qu’il avoit d’abord :: 3 : 16 , Trou- 
ver ce qui refte à B , & le gain de C ? 

Réponfe . B a e? tt de refte , & C a, 
gagné z 7*. 
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Si 


De la Régie de Trois , & de quelques 
autres Réglés qui en dépendent • 

La connoifïànce des proportions , des 
pregreflions & des logarithmes ctoit nt- 
cefiaire pour l’intelligence de ce cha- 
pitre , auquel ils fervent de bafe ; c’efl 
pourquoi nous avons renvoyé ici les 
régies dont il traite. Voici l’objet de 
la première. Etant donnés trois termes, 
on a fouvent befoin de connoître un 
quatrième qui leur foit proportionnel ; 

& ce quatrième terme Ce trouve, comme 
l’on fait , d’une manière bien facile. 

La régie que l’on met alors en ufâge, 
s’appelle la Régie de Trois ; ce n’eû 
qu’une fimple application de la pro- 
priété fondamentale dés proportions 
géométriques. 

L’ulâge eil de diflinguer deux fortes 
de régies de trois, l’une que l’on api ; 

Ey 
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pelle directe , l’autre que l’on appelle 
inverfe . 

Soit propofé , par exemple , de dé- 
terminer le prix de zf marcs d argent, 
en fuppofànt que le marc coûte 52^. 
Il eft évident que le prix inconnu doit 
être au prix donné, dans le même rap- 
port que les 2? marcs font à un foui 
marc. Appelant donc x le prix que 

l’on cherche, on aura.. 

i M : 2 J m :: : », d’où on tirera.. 

?z . zi 


■ x 


1 


1300 


tt 


Si l’«n eût propofé de trouver le 
prix de 70 marcs dans l’hypothèfo qu’il 
en eût coûté 714** pour 14 marcs, on 
eût dit. . . i4 M : 7 o m : : 714^: x**, & on 

auroit conclu que 

70.714 

— =5 3f7o. Ces deux 


x 


î4 


exemples font du nombre des régies 
de trois dire&es. 

Mais îî o» propofoit cette quefllon, . 
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77 ouvriers ont fait un certain ouvrage 
en trois jours; combien faudroit-il de 
jours à ip ouvriers pour faire le même 
ouvrage ? .... La régie de trois lëroit 
inverfe , parce que le tems néceffaire 
pour achever le même travail eft en 
raifon inverfe du nombre des travail- 
leurs. Audi difpoferoit-on les trois ter- 
mes connus autrement que dans les 
ïégles de trois diredes ; on écriroit par 
exemple. . . . f7 0uv * : ip ouv< :: x : f». Et 
on trouveroit x = 17; c’efl-à-dire t 
qu’il faudroit 17 jours pour que 19 ou- 
vriers fiflent le même ouvrage que 77 
ouvriers auroient fait en 7 jours. 

Remarquez, i°. que li l’un des deux 
premiers termes d’une régie de trois efï 
multiple de l’autre , on peut fimplifier 
le calcul , en réduilant à la plus (impie 
expreflion l’efpèce de fradion qui en 
ré fui te. Au lieu d’écrire 57: i«? ::x: 7 s 
57 x 

ou • = — — , on peut ecnre... # 

1* 5* , 
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& en général toutes les k 
fois qu’il y a moyen d’introduire l’unité 
dans une proportion , il ne faut jamais 
y manquer , parce qu’alors le terme que 
l’on cherche , eft le produit ou le quo- 
tient des deux autres. Par exemple, 

«ne des proportions précédentes, 

14: 70 : : 714 : x , eût pu le réduire à 
une beaucoup plus (impie , 1 : ? : : 7 1 4 : 

Et quand bien même on ne ramèneroit 
|?as à l’unité un des termes connus, 
il fuffit que l’on puiflTe le ramener du 
moins à un plus petit nombre , pour 
ne pas . iaifler échapper cette réduc- 
tion. 

Remarquez, 2 °. que pour difcerner 
les régies de trois inverfes on n’a qu’à 
comparer enlemble les termes qu’elles 
renferment, afin de .voir fi le rapport 
des . deux premiers eil l’inverlè du rap- 
port des deux autres. La moindre ré- 
flexion lu (fit pour connoître l’ordre dans 
lequel ces termes doivent être placés. 

! / ” 
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On en pourra juger par les deux exem- 
ples fuivans. 

Six efcadrons ont confommé un ma- 
galin de fourage en *4 jours, en com- 
bien de jours i’eulTent confommé neuf 
efcadrons ? 

Plus il y a de chevaux, & moins il 
faut de temps pour la même confomma- 
tion. La régie eft donc inverfe. Ainfï 
6 e : 9 e :: x\ : 54’ 1 . Donc, 

S 4-4 

x = = 3 6 K 

9 

Autrement z x 3 : 3 X 3 : : x : 54. D’où 
a : 3 : : a? : 54 ; & x = j . *4 = 3 6 * 

Si pour un meuble particulier, il 
faut 6 aunes d’une étoffe large de 
combien en faut-il d’une étoffe large 
de | ? ‘ 

Il efl clair que plus l’étoffe efl large , 
moins il en faut. On a donc 7 : { : : x : 6 , 
& réduifant au même dénominateur , 
' xï ; 17 ; '• x * D’où 8 : 9 ; ; x : 6 ? ou 
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bien 8 6 , ou encore 8 3 : z , 

ce qui donne x = l -j- = 5 au, -f-7. 

Remarquez, 3 0 . que dans une règle 
de trois inverfe, on peut placer le terme 
inconnu au quatrième fang ; il ne faut 
que changer de place les deux premiers 

termes. Ainlî , au lieu d’écrire 

$7 : I on peut écrire 

19 : Ï7 : : S :x. Cela revient au même. 
Au relie, les régies de trois dire&es 
font prefque les feules dont on fafïè 
ufâge dans les différentes parties des 
Mathématiques. 

Soit propofé maintenant do réloudre 
cette queflion : zo hommes ont fait 160 
toifês en jours ; combien 30 hommes 
en feront- ils en iz jours? 

On appelle régies de trois compofées 
ces fortes de problèmes où il entre plus 
de trois termes connus. Pour trouver 
alors le terme que l’on cherche, on ré- 
duit la queflion à des régies de trois - 
fimples ; on peut dire , par exemple % 


\ 
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iî 10 hommes ont fait 160 toiles, com- 
bien 50 hommes en feront-ils dans le 
meme tems ? 


io : $■© 160 : x ; 

ou z : ? 160 :x=t^o. 


Donc en ij jours 30 hommes feront 
140 toifes. Mais on fuppofe qu’ils ne 
doivent travailler que pendant iz jours. 
On aura donc 1 ? : iz : : Z40 : x ; ou , • 

5 : 4 : : 240 : x y ou même 

1 : 4 : : 48 : x = 19 z T . C’eft le nombre 
cherché. 

Il eût été facile de le trouver en 
difpolànt ainfi les termes : 


zo h : 3 oh 
l$i : 12» 



& en multipliant 20 par 1?, & 3 ° P ar . 
iz. Car 2© hommes qui travaillent if 
jours , font 300 journées de travail, 
pendant que 30 hommes qui travaille- 
ront doute jours en feront $6 0» Mais 
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IJ 

Ci 300 journées de travail ont produit 
1 60 toiles , il eft clair que 360 jour- 
nées en produiront 191 , parce que 

\ . 

300 : 360 , ou 30 : 3 6 , ou. 

5 : 6 : : 160 î 192. 

On peut même réfoudre cette ques- 
tion fans employer la régie de trois , 
en difant 160 toifes en 15 jours font 

16 o m " ■ • ' 

par jour , dont la vingtième par- 

■ TéO 

rie , ou eft l’ouvrage que 

15 X 20 

fait chaque homme par jour. 30 hommes 

1 60 

feront donc 30 X -, ou 

15X20 

30X160 

chaque jour ; & par con- 

15X20 

féquent en 12 jours ils feront...,,,. 

12.30.1 60 12,2.8 

— = — = 15? 2. 

15*20 - i.r 

Nous n’infiftçrons pas (ur des chofès 
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aufli aifées. Quand on a un peu d’ha- 
bitude du calcul , ce*s régies Ce pré- 
lentent naturellement à l’efprit , ou on 
en imagine d’autres qui valent x quelque- 
fois mieux. ■ 5 ~ 

La régie de trois ed du plus grand 
ufage dans toutes les parties des Mathé- 
matiques. Elle fert beaucoup aufli dans 
quelques autres que nous allons par- 
courir. 

Régie de Compagnie. Deux négo- 
cians ont mis nooo** en fociété dans 
le commerce, & ils ont gagné 1350**. 
Us veulent partager ce gain à raifon 
de leurs miles, qui .font 8000** pour 
le premier négociant , & 4000** pour 
le fécond. Que doit-il revenir à chacun ? 

La réponfe eft aifée ; car la mile 
totale i2ooo ü eft au gain total 1350**, 
comme la mife de chaque négociant eft 
au gain qu’il doit faire. On a donc, 
12000 : 1350 : : 8000,: x , 
ou 1200 : 133 : 8000 : x 5 - 



90 
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ou encore, 400 : 45 : • 8000.: £» 

,ou bien 80*: 9 : : 8000 : x j 

ou enfin,.i 100: ar = s>oo tf ; 


C’eft le gain du premier. Ce qui reffe 
de i_jïo tt eft le gain du fécond. Rien 
n’eft plus facile. 

Trois amis ont fait une bourfe com- 
mune pour le jeu. Le premier a donné 
117^; le fécond 71 j le troisième $4. 
Ils ont perdu 9$*. Quelle eft la perte 
de chacun ? 


*4 3 ‘93 


117 :x=- 


117*93 


7i:xz=' 


f 4:5c: 


243 

7 2X93 

143 
54 *93 

Û3 


= 44-t-£ff % 


27 

T* 24i 


2 ° + ifj 

9 3 


On eût pu divifer d’abord les deux 
premiers termes par 3 , ’& divifer en-^ 
fuite par 9 le quotient du premier, & 
chacun des troifièmes termes, en difent; 
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C 117 : x, 

. Si : ij : : < 72. : 

C f4 • X. 

> _ 

C 13 :*=±=44-H» 
Puis.. .$ : 31 : :s 8 : x =' 17 4- J , . . 

C 6 : x = i» 4 - f- 

On vérifie ces fortes de régies en 
ajoutant les pertes ou les gains de tous^ 
les affociés. La fomme doit toujours 
être la perte totale ou le gain total. 

Lorfqu’outre les miles particulières, 
il y a encore des tems différais , la 
régie de compagnie s’appelle compofée. 

Exemple^ A, B & C ont gagné 
1660* iz& avec un fond qu’ils avoient , 
mis en fociété. 11 s’agit de partager ce 
gain à raifôn des miles, Celle de A eft 
de 4foo tt pendant 6 mois ; celle de 
B eft de 3000** pendant 8 mois; C a 
jnis z 1 50 pendant dix mois. 

Multipliez d’abord chaque mile par 
le tems qu’elle a été employée , & dites 
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x / 

enfuite: la fomnïe de tous ces produits 
eft au_ gain total, comme chaque pro- 
duit en particulier eft à la partie pro- 
portionnelle de gain que je cherche. 


4 ?o tt 

■A , , , . 6 


3000^ 2 250^ 

B.... 8 C. ..10. 


27000 24000 22500 , 

f • 

La fbmme de ces produits eft 73500 
d’ailleurs nü = ~j de livre. J’ai. donc 


73500 : 1 660 , 6 :: 


27000 : x , 
24000 : x , 
22500 : x. 


Ou bien, divifânt par 300 le premier 
terme & chacun des troificmes , 


14? • 1660 , 6 :: 


90 : x = 6 1 o** -f- 
80:^=542 - 4 -~ïî 
75:-==5o 8 -f -~~s 


i66o tt -4-ir? 

La Réglé d'alliage confiée , ou à 
trouver le prix moyen d’un mélange 
forme de plusieurs chofes différentes , 
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dont les quantités & les prix font don- 
nés ; ou à trouver dans quelle propor- 
tion il faut prendre de chacune de ces 
chofes , lorfque leurs prix & le prix 
moyen font connus. 

Premier cas. A quel prix faudroit- 
il vendre le marc d’un alliage formé 
avec 6 marcs d’argent à 48**, & -n 
marcs d’argent à 5 6 tt , pour n’y rien 
perdre ni gagner. 

Multipliez, chaque partie de l’alliage 
par fon prix refpeérif, & divifez. la fomme 
des produits par celle des quantités mê- 
lées ; le quotient fera le prix moyen. 

6 X 48 = 288 } 720 

11X36=432 ] — = 4 o*, 

*— 1 - / 

18 710 

prix cherché. 

Cette méthode eft fondée fur la régie 
de trois que voici. La fomme des marcs 
eft à celles de leurs prix , comme un 
feul marc de l’alliage eft au prix moyen. 
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/ » 

Cette proportion , qui eft évidemment 
jufie , donne 

J 1 8 : 720 : : i : x == Vr == 4°* 

On vérifie le premier cas de la régie 
d’alliage , en évaluant tout le mélange 
au prix moyen. 

11 eût été facile de trouver une for- 
mule algébrique qui eût indiqué la mé- 
thode dont nous venons de nous lervir. 

Second cas. Le premier moyen & 
celui de chaque partie de l’alliage étant 
connus, il peut arriver, i°. qu’aucune 
des quantités dont le mélange doit être 
formé , ne (oit fixée ; 2°. qu’il y en 

i ■ t 

ait une qui le (oit; 3 0 . que l’on foit 
refireint à une certaine quantité d’al- 
liage, Les exemples vont éclaircir tout 
cela. 

i°. Un marchand de vin voudroit 
mêler du vin à la pinte avec du 
vin à 8^, pour en avoir qu’il pûtvendre 
iifi la pinte. Combien doit-il prendre 
de chaque efpèce pour faire ce mélange ? 
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Après avoir ainfî difpofé les trois 
prix, je prens la différence 3 de 12 
à 15, & je la mets vis-à-vis 8. Je 
place réciproquement vis-à-vis iç'la 
différence 4 de n à 8 , & je conclus 
que trois pintes de vin à 8^ mêlées 
avec 4 pintes de vin à 15^ feront du 
vin à 12^. Cela eft évident par la com- 
penlation qui (e fait des deux prix , 
l’un fupérieur , l’autre inférieur au prix 
moyen. 

Il ne faut pas cependant conclure de ~ 
cette compenlâtion ,- que les nombres 
4 & 3 (oient les (euls qui (àtisfaffent 
aux conditions du problème. Car c’eff 
ici une queftion indéterminée qui a une 
infinité de folutions , même en nombres 
entiers. Il fuffit , pour les trouver, de 
prendre deux nombres qui foient dans 
le même rapport que 4 & 3 ; & pour 
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cela, il n’y a qu’à les doubler, tri- 
pler, &c. 

Si le mélange devoit être fait avec 
du vin à içft, à io & à 8 , pour avoir 
encore du vin à n^, on s’y prendroit 
à peu-près de la même manière. C’efl-à- 
dire, qu’après avoir comparé 15 & 8 
avec le prix moyen 11 , & difpofé ré- 
ciproquement les différence^ 3 & 4 , on 
compareroit 15 & 10 avec le même 
prix moyen 12, & on difpoferoit' ré- 
ciproquement aufïi leurs différences 3 
& 2. Voyez l’exemple. 



6 pintes de vin à 15^, 3 pintes de 
vin à loft, & 3 pintes à 8, mêlées en- 
femble feroient donc 12 pintes de vin 
à i2^. S’il devoit entrer dans le mé- 
lange quatre, cinq ou fîx fortes de vin 
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à difFérens prix , on les compareroit 
fucceflivement deux à deux avec le 
prix moyen , en obièrvant de ne com- 
parer à-la-fois que deux prix , l’un plus 
fort, l’autre plus foible que le prix 
moyen. • 

Dans un tems de difêtte , un Boulan- 
ger veut faire du pain avec de l’orge , 
du feigle & du froment, & le vendre 
4*5 la livre. Il a 8 boiiïeaux & demi 
de froment qui feroit du pain à f*5 l a 
livre. Le pain fait avec le feigle (eul 
reviendroit à 3*5 8 ^. Celui qu’il feroit 
avec de l’orge coûteroit i*5 6&. On 
demande combien il doit mêler de feigle 
& d’orge avec ces 8 boifleaux & demi 
de froment, pour faire du pain à 4*5 
la livre? « 



Le prix moyen efl ici 48 ^# J’en prens 
Algèbre* Tome 111 • F 
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les différences avec les autres prix y 
comme dans l’exemple précédent , & 
je dis : • ' 

Pour faire du pain à 4^ la livre avec 
les prix marqués , on pourroit donc pren- 
dre j4 boiffeaux de froment avec 1» 
boiffeaux de feigle & 1 z boilfeaux d’orge. 
Mais puifque la quantité de froment 
ell fixée , il eft clair que s’il faut iz 
boiffeaux de feigle & iz d’orge fur 34 
de froment , il en faudra fur 8 j- une 
quantité proportionnelle que je déter* 
minerai par cette réglé de trois y 

W J 

* t , ' ( de fêigle, 

= 2 boiffeaux-? ,, 

’ * J ;dorge. 


Il en efi de même pour un plus grand 
nombre de chofês à mêler , quand on 
connoît leurs prix & la quantité de l’une 
d’entr’elles. 

On a trois fortes de café. La livre 
du premier vaut 50^, celle du fécond 
en vaut 38, celle du troifîème , * 4 . 


/ 
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v 

Trouver dans quelle proportion il faut 
les mêler peur en faire 64 livres que 
l’on puiflè vendre 30^? 

Prenez les différences comme ci-def- 
fus , & après les avoir ajoutées , dites : 
la fomme des différences efl à la quan- 
tité de mélange que l’on veut faire , 
comme chaque différence en particu- 
lier efl à la quantité qu’il faut prendre 
de tel ou tel café. 

. C$o» • 6 r 6:x~ 

30 <38.. 6 40:64::.' 6:x— 5>f 

Cz4..io. 8 Qi 8:^=44 j 

40 64 

«. ( 0 

La réglé de fitujfe pofnion fèrt à 
trouver un nombre inconnu par le 
moyen d’un nombre fiippofé. Soit pro- 
pofé y par exemple, de trouver un nom- 

, ♦ b 

bre dont la moitié , le quart & le cin- 
quième faffent 456. 

Je fuppofe que ce nombre efl 10. 
Mais il efl: clair que la moitié , le quart 

Fi| 


Digitized by Google 



V 


ioo Élément 

& le cinquième de 20 ne font que 1^. 
Ma fuppofition eft donc faufTe. Elle 
n’en lervira pas moins cependant à me 
faire connoître le nombre demandé. Car 
puifque deux quantités (ont toujours 
entr’elles comme leurs parties fembla- 
blés ; on peut les regarder l’une comme 
la fomme des antécédens d’une fuite .de 
termes proportionnels , l’autre comme 
la fomme des conféquens. Or ces deux 
fommes font entr’elles comme un nom- 
bre quelconque d’antécédens eft au mê- 
me nombre de conféquens , & récipro- 
quement ; donc la moitié, plus le quart, 
plus le cinquième de 20 , font à la moi- 
tié, plus au quart , plus au cinquième 
du nombre que je cherche , comme le 
nombre 20 lui-même eft au nombre 
cherché. 

J’ai donc i$ T ; 45 6 : : 20 : x = 480 , 
qui réüout le problème. 

Trois Négocians ont perdu 2400** 
en fôciété. Cette perte devant être ré- 
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partie à proportion des mifes, & Iaf 
mife du premier Négociant étant égale 
à la fômme des deux autres, pendant 

que celle du fécond eft double de celle 

» > 

du troifième ; on demande quelle doit 
être la perte de chacun ? 

Si je fuppofé que la mife du troi- 
fième eft de 3**, celle du fécond doit 
être de 6 , & celle du premier de 
D’où je conclus que 

• 

Ç 3 : x= 400 | 
18:1400; ou 3:400::? 6 : x= 800, 

C p : x = 1200. 

Une infinité d’autres nombres formés 
fuivant les mêmes conditions que 18 , 
auroient donné le même réfultat. 

Combien faudroit-ii de tems pour / 
remplir un baffin , en ouvrant tout-à-la- 
fois quatre robinets , dont le premier 
féul le rempliroit en a heures, le fé- 
cond en 1 , le troilîème en 5 , & la 
quatrième en 6? 

F iij 


\ 
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- Suppofons qu'il fallût une heure, & 
voyons fi le baflin Ce trouveroit rempli* 
11 eft clair que dans cet intervalle le 
premier robinet en rempliroitla moitié, 
que le fécond en rempliroit le tiers , &c. 
& qu’ainfi les quatre à-la-fois fourni- 
roient dans uner heure de quoi remplir 
~ ou f du bafiin. Il ne faut donc pas 
une heure. Pour déterminer au jufle 
ce qu’il faut, on dira 

a 

ou 6 : 5 : : x = | h =ïo'. 

11 arrive fôuvent qu’une première 
(uppofition ne fuffit pas pour réfoud r e 
ces petits problèmes : on en fait alors 
une féconde, C’efl ce que l’on appelle 
la Réglé de double fauffc-pofiùon • 

Exemple . On demande deux nom- 
bres dont la différence foit 8, & dont 
la fournie foit 1 6. 

Suppofons que le plus petit de ces 
deux nombres foit 1 ; nous aurons £ 
pour le plus grand , & 10 pour leur 
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Tomme. Mais nous devons avoir 16 peur 
leûr Tomme ; nous fbmmes donc en er- 
reur de 6 , 

Suppofons maintenant que le plus 
petit des deux nombres cherchés Toit 3 , 
ce qui donnera 11 pour le plus grand. 
On aura 14 pour leur Tomme , & 2 pour 
erreur. 

Mais nous lavons d’ailleurs que Je 
plus petit nombre cherché doit être 4, 
& nous voyons que la première ^erreur 
ejl à la fécondé , comme la différence 
entre le premier nombre fuppofé & le 
nombre cherché ejl à la. différence entre 
le fécond nombre fuppofé , & le meme 
nombre cherché , puifqu’on a 6 : 2 : : 3 : 1 . 
Relie donc à trouver une méthode qui 
falfe connoître le nombre cherché dans 
tous les cas où il y a proportion entre les 
erreurs & les différences dont nous ve-? 
nons de parler. 

Soit donc ^ le nombre cherché ; (oit 
a le premier nombre fuppofé , b le 
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fécond, c la première erreur ,.</ la fé- 
condé. Il eft clair que toutes les fois 
qu’il y aura proportion entre les erreurs 
& les différences indiquées, on aura.. 
c :d::x — a: x — Æ , & que par con- 
b c — ad 

féquent x = . 

; • c—d 

Donc pour trouver par la réglé de 
double fiuffe-pofition, le nombre cher- 
ché , il faut multiplier chaque nombre 
fuppofé par terreur qui répond à Vautre 
nombre fuppofé , & divifer la différence 
de ces deux produits , par la différence 
des deux erreurs . 

Nous avons fuppofé dans l’exemple 
qui précédé que les deux erreurs étoient 
de même ligne. Si elles euffent été de 
lignes contraires, il eût fallu alors di- 
vifer la fomme des mêmes produits , 
par la fomme des erreurs \ puifjue d , 
par exemple, étant une quantité néga- 
tive , la formule devient... « . 
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bc-\-ad 

x = Donc la formule gé- 

c-\-d * • ^ 

, , - bc-+-ad 

nerale fera x = . 

v c-+-d 

Toutes les fois que les deux nombres 
fuppofés ne fâtisferont point à l’énoncé 
du problème , on voit bien qu’il fuff- 
roit de ramener l’un des deux au nom- 
bre cherché , par une correôion con- 
venable. Soit donc y cette correftion ; 
foit d la plus petite erreur ; foit b le 
nombre qui Ta produite , & le relie 
comme ci-deffus. 

Ii efl clair que fî ^ efl plus petit 
que on aura. , 

b c — ad 

b-\~ y = x = — , ce qui don- 

c — d 

( b — a) d s' 

nera y — ■ — ; c’eU-à-dire i 

. c — d 

que dans les deux cas , il faut multi- 
plier la différence des dçux nombres 
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t fiippofés par la plus petite erreur , & 
divifer ce produit par la différence des <■ 
erreurs, lorfqu’elles ont le même ligne, 
ou par leur fomme, quand elles ont des 
lignes différens.* Le quotient eft tou- 
jours la correction cherchée. 

Rapprochons maintenant les diverfès 
opérations de la réglé de double fuujfe - 
pofidon. Elles confiftent à fuppofer un 
nombre que Ton aflujettit aux condi- 
tions du problème : s’il y fàtisfait , comme 
cela arrive quelquefois , le problème eft 
réfblu. S’il n’y fatisfait pas , on marque 

l’erreur foit pofitive , foit' négative , & 

% ... — 

on fuppofe un autre nombre , que l’on 
applique de même aux conditions du 
problème. S’il en réfulte une nouvelle 
erreur , on la marque comme la pré- 
cédente. Enfuite on multiplie la pre- 
mière erreur par le fécond membre , & la 
fécondé erreur par le premier. Cela fait, 
on divife la fomme des deux produits 
par celle des deux erreurs, lorfque les 
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/îgnes de ces erreurs font diffcrens. 
S’ils font les mêmes, c’eft la différence 
des produits qu’ii faut divifer par la 
différence des erreurs. Le quotient eft 
le nombre cherché. 

Exemple. Pour engager un ouvrier 
pareffeux a travailler , on lui promet 
un écu par jour , à condition que les 
jours où il ne travaillera pas , il ne 
recevra rien , & qu’il perdra au con* 
traire 24^ chaque fois. Au bout de if 
jours l’ouvrier ne reçoit que 24**. Com- 
bien de jours a-t-il travaillé ? 

Je luppolè qu’il a travaillé pendant 
6 ; mais je vois que dans cette fuppo- 
lîtion il n’auroit dû recevoir que 7^ 4Æ. 
Il en a cependant reçu 24. Je luis donc 
en erreur de 1 ou de 16 , 8 tt 
en moins ; d’où je conclus que cet ou- 
vrier a travaillé plus de 6 jours. 

Suppofôns donc qu’il ait travaillé 
pendans 12 jours, & voyons quel en 
fera le réfultat# L’ouvrier auroit dû 
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recevoir 32** 8^ : il n’en a pourtant 
reçu que 24. L’erreur eft donc 8^, 
c’eit-à-dire , 8 , 4 tt en plus. 

Je difpofe ainfï les deux nombres 

fuppofés & les erreurs corre (pondantes : 

* 

6Î 12J 

— •+• 8,4» v , . 

Puis je multiplie le premier nombre 
|>ar la féconde erreur, &.^le fécond 
nombre par le premier. Les produits 
■ïont 50,4 & ioi,6. Je les ajoute, & 
divifant leur fomme 2,52 par celle des 
erreurs (qui efL 2-5,1) je trouve 10 
four quotient. C’eft le nombre cherché. 
„ Si les deux nombres fuppofés avoient 
donné deux erreurs de même ligne , 
j’aurois divifé feulement la différence 
des produits par celle des erreurs. 

Exemple. Après avoir trouvé par la 
première fuppofition, que cet ouvrier 
a travaillé pendant plus de 6 jours, je 
fuppole qu’il a travaillé pendant 9, 

L’erreur 


î 
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I/e'r reür ; . fera encore , er> moins 
4^ - 4 ^ =ç-.4 att. J'ai donc: „ 

' - - j ••»* » 41^. , , « 

. »•: : • j ■ 6 f rr : .-»n‘ i?j ; y,./, r 
• ' i , ✓.. . ' " ---.l 6^8. -?rîiv4> fe *> • , .vis „ 


de 


* 

,r J, 

’• *'V 

C.iJJ 


Puis , 6X4,1 = S ÇJÎ'.Qv**»* . r. * * .* w 
SX i oj^=2 1 5 i , i : . .'ï f î 15 ,1 ao= 1 z6. • 

ïi6 jl .: 

16,8 4, * = — = 10, 

:*?*■»* 

comme ci-deiïiis. 


La, formule /de la correftion s’ap- 

* 'j n # ^ ** 

plique ailément à ces petits problèmes# 

_«• . - j *»)" r . • »«.' >1 iii.H t'in vv 

Ici.' par exemple, on aürolt. . ; 

• * j '• *•>» • 1 r* 

(9 — ^.) 4 >i ' 

y = 


1 . 1,6 


.16,8 -r- 4 ^, 




ce qui indique que le fécond nombre 
fuppofé, s, doit être augmenté d’une 
unité pour êtr-e égal au nomjbre que l’on 
cherche., » 

La plupart des problèmes du pre- 
mier degré , qui ont déjà été réfolus 
ou propofés , peuvent fè ré foudre fa- 
cilement par la réglé de double-fauflè- 
Algebre* Tome 111% G 
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pofition, qui ne paroît d’abord fondée 
que fiir un fimple tâtonnement , mais* 
qui n’eft pas rtioins ingénieufè, ni moins 
utile , aux yeux des Géomètres , & fur- 
tout des Aflronomes»— . * - 

- Là Réglé d'intérêt a pour- -but de 
fixer la fommc due pour de l’argent 
prêté fous certaines conditions. On peut 
les varier à l’infini , & c’eft ce qui 
rend allez, compliqué le calcul nécef- 
fâire en plufîeurs cas. Nous nous bor- 
nerons à ceux .qui font le plus en ufage ; ; 
& lailTant à chacun le foin de réfôudre 
j»ar la réglé de tfsis~r ceux qqi en font 
fiifceptibles , nous considérerons la chofê 
plus ’ généralement. . i°. L'intérêt 
fimple. ‘ : - 4 • • r ■ 

Si un capitalise a prêté ' i $600* à? 
8 pour £ (pour cent) par an,, quelle 
femme faudra-t-il lui donner dans cinq 
ans pour le rembourfer , & lui payer 
en mêine-tems l’intérêt de fon argent? 
r Soit c = i^ 6 oo tt ^ que i’on appelle 
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le capital y ou le fonds , ou le prin- 
cipal, Soit i = f ans, ou le tems pen- 
dant lequel l’intérêt court. Soit i = /’irc- 
térét , ou ce que rapporte i tt dans un 
an , ou en général dans le tems que 
ioo tt en rapportent 8 tt . ( On trouve 1£ 
valeur de i en difànt. ...Si ioo tt en 
rapportent 8 , que rapportera i tt dans 
le même-tems ?. . ioo: 3 :: i :i = o,o8.) 
Soit enfin r = la fomme due , tant 
pour le fond que pour les intérêts. 
Cela pofé , nous aurons 

: i : : c tt : x = c i = l’intérêt du ca- 

* * • » * 

pital pour un an. Mais fi au bout d’un 
an l’intérêt efl ci, il fera cit au bout 
d’un tems t ; car i : c i : : t : x = c it . 

v » 

RéunilTant donc le capital c & l’intérêt 
city on aura généralement la fomme 

demandée r s= c -f* c i t ; d’où Ton tire 
r r — c 

c — • • • • i — 

it-hi et 

r <— c 

z = • 

ci . . • 

• ‘ Gij 
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Subftituons les valeurs , & nous trou- 
verons pour cette quefiion .... ... . . . 

r= 1 5 600 - 4 - î 5:600x0,08 x 5 =ï 1840**# 

Si la queftion précédente avoit été 
qnoncée de cette manière. .. .Au bout 
de cinq ans on a payé tant pour le fonds 
que pour les intérêts à 8 pour cent , 
la tomme de 11840**; quel étoit le 
fonds ? 

En fubllituant les valeurs dans la for- 
r 

mule c = , on auroit eu... 

it + i 

• -«r , * 

11840 ii 840 

0,08x5-1-1 * 1,40 

15600**. 

« ... * 

On trouveroit par les autres formules 
le tems ou l'intérêt • 

2 0 . Un commerçant doit payer chaque 
année 1000** à un autre commerçant 
mais comme il a betoin de ton argent , 
il le prie de ne pas en exiger pendant 
8 ans , promettant de payer à çette 





s 
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époque tous les arrérages avec les in- 
térêts à f pour 100. 

Appelons a ce qui efi dû chaque an- 
née , foit rente ou annuité , Toit pen - 
fion , &c.* fc ri l’intérêt de pendant 
un an ... .t le terns après lequel feront 
payés les intérêts & arrérages dont la 
fomme fera s. Difons en fuite : la rente 
ne doit être payée qu’à la fin de l’an- 
née ; le commerçant ne devra donc 
aucun intérêt pour la première année* 
JVIais à la fin de la fécondé il devra 
ai d’intérêt; à lâ fin de la troifième, 
%ai\ & ainfi de fuite jufqu’à la fin de 
la dernière, où les intérêts dûs feront 
exprimés par a i ( t «— 1 ). 

Or ces intérêts forment une progrefi* 
fion arithmétique dont le premier terme 
efl zéro , le dernier s=za i (r — r) , 8 c 
le nombre des termes s= r* Prenant 
dans les formules générales des progref- 
fions arithmétiques celle pu l’on obtient 
la fomme des termes par le premier, 

G ii j 

- *v 
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■5 ' 

le dernier & le nombre connus ï! 

( an-hwn \ 

jc= J , & (ubftituant les 

nouvelles dénominations, on a la lômrne 

des intérêts 

oXt-h ai (r — 1 ) X t 

z 

ai(t — l)t , . , 

— . Cette lomrae reunie a 

• ' VI z 

ce qui eft dû pour la rente , doit for- 
mer la fomme des arrérages & des in- 
térêts. Donc la femme entière due eft 

■■ . ■(*—!) 

s s=s ait - — H a t = 

z 

£/(r — — ce qui 

• . • z 

z s 

donne.... û = - — — 1 — " — • 
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Z Z 


SuUlituant les valeurs , on trouvera 


dans le cas prêtent. 


j=(o, OJX7-H »)x 


8000 


= 9400 tt « 


Si l’on connoifloit s , i, e, on troiin 
veroit zz par la formule çwdelTus.,-> 

z®. L'intérêt compofê elt celui qui 
provient tant du principal que des in^ 
térêts qui en réfultent , lefquels (ont 
fiippofés relier entre les mains du dé- 
biteur, pour y être joints au capital & 
l’époque de leur échéance. 

Une partie des biens d’un pupille 
confifle dans une fomme de 20000^* 
que Ion tuteur a placée à 5 pour ioo« 
Au bout d’un an , la perlonne qui avoit 
emprunté cette fomme, la rembourfe, 
fk. en paye l’intérêt connu. Le tuteur 

' Giy 
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tfouvadt atrffUtôt une occafion de -placer 
cet argent au ipême intérêt, forme Un 
nouveau capital de la fomme des zoooo^ 

V a « 

& de l’intérêt qu’elle a produit pen- 
dant un an , & place ce capital. Il place 
de même à la fin . de la troifîème année 

•\ r ! • 

le fonds , & l’intérêt dç la fécondé , & 
ainli de fuite pendant iîx ans. Que doit- 
il à fbn pupille pour cette partie de 
fan adminiflration ? . \ 

Soit iog-oo** qui font ici le prin« 
êipal y ïoit ^>.=355 4 ans ; s = la fomme 
dûé par le tuteur ; < = l’intérêt fimplç 
d’une livré q = i tt -f- i sss une iivre 
plus fon intérêt. _Qn trouve q par cette 
proportion. f;Si' ioô tt en produifent 10? 
au bout d’un an , que produira 
au loo : 3 ofc : î 1 : q= 1,05. 

* f II eli clair maintenant que fi. i tt pro- 
duit: q dans un an , q produira, la fé- 
condé année >q* ; car î : q i: q: q z , La 
(amme due pou/.i. tt , & pour foi? inté- 
rêt pendant dçu« ans fera donc £ 2 . £ 11 $ 
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(êra <7 3 pour trois ans, & q* pour -un 
nombre t d’années. Mais puifque i tt 
produit q f dans un tems t , c* produi- 
ront cq* dans le même tems. On aura 
donc , = cq* = toooo X 1,05 6 = 
20000X1,3401=26802,** dont le tu- 
teur eft redevable à quatre ou cinq fols 
de moins. 


La formule s = cq* donne 



L* s — L* c 

g — .... — * — . Les 

L. q - 

abrègent beaucoup le calcul dans les 
problèmes de ce genre. 

4°. Un banquier perçoit en 1783 
une rente de 2400**, & il place ce re- 
venu à quatre pour ioo,en 1784* Il 
recevra donc à la fin de 1784, la lomme 

G v 


* 

• logarithmes 
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de 2,400^ pour (a rente , & 9 < 5 ^ pour 
l’intérêt de celle qu’il avoit perçue en 
1785. 

Son projet eft de placer ainfi tous les 
ans jufqu’en 17^1 la rente de Tannée 
précédente avec les intérêts des autres 
années. On demande combien il rece- 
vait d’argent , Ci à la fin de 17^0 les 
perfonnes qui lui ont emprunté , le 
remboursent toutes à la-fois ? 

Soit <2 = 2400**.... t s= 8 ans...*- 
i = 0,04 = l’intérêt annuel d’une 

livre q = i^-f- i = 1,04 * 

s = la fomine demandée ; & nous au-< 

t 7 

rons <z = ce qui eft dû ail banquier 
en 1783 ; a~i-aq = ce qui lui eft 
dû en 1784; a -+-czq-i- aq 2 =:ce qui 
lui eft dû en 178?; & ainfi de fuite 
jufqu’à ce qui lui fera dû à la fin d’un 
nombre t d’années ; l’expreflion de cette 
dette eft aq -+- a q % , . . . * 

Or la fbmme de cette progreflion 


G 
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qxq f 1 — i — i 

cil Xû = - xa% 

*— l * * 

La fomme due après un nombre f d’an- 
nées eft donc généralement exprimée 

qt — x 

par s = ; x û ; formule qu| 


. . . (i<04 ) 8 — i 

donne ici j= X24oo== 

0,04 

22114**, à très-peu de choie près. 

’ i s 

Elle donne aufli a as * — . •.< 


= L. 


( 4 -) 


q^l 


a 


s — a 


a 


en fubllituant q — i au lieu 


de i, Or- cette dernière équation don-^ 
nera au moins une valeur approchée 
pour q\ fi elle n’a pas de divifeur com- 
menfiirable. On pourra donc en déduire 
la yaleiir de i, qui étant multipliée 

G vj 
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par o, fera connoître le taux de l’in- 
térêt , toutes' les fols que r, J & a fe- 


ront connus. 


Des fériés & des coeffiçiens 
*■ indéterminés • 

On appelle férié ou Juite un afiem- 
tyage de termes qui pris confécutive- 
ment croiffent ou décroiifent fuivant 
une même loi : telles font les progres- 
sons arithmétiques, géométriques, &c* 

On appelle fuite finie celle dont le 
nombre des termes ^e# limité ; & fuite 
infinie celle que l’on (uppole continuée 
jufqu’à l’infini. 

Les fuites dont les termes vont en 
augmentant de grandeur , s’appellent 
divergentes & celles dont le* termes 
décroifient . de grandeqr , s’appellent 
convergentes . Une fuite diverge ou 
converge d’au tant, plus rapidement , que 
chaque terme croît <?u décroît plus fên* 
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fîblement, à l’égard de celui qui le 
précède. . . ; 

Voyons d’abord de quel ufàge eft pour 
le calcul des férie^ la méihode des 
coefficient indéterminés. 

On appelle ainfi une méthode fort 
connue des Géomètres, par la* grande 
utilité dont elle eft , & par Pefprit d’in- 
vention qui y règne. Cette méthode a 
pour but de faire connoitre la fuite des 
termes que l’on peut déduire de cer- 
taines quantités algébriques. Mais pour 
la rendre bien intelligible, il faut l’ap- 
pliquer à quelques exemples. 

Suppolbns donc que l’on veuille ré- 

€ 

duire en férié la quantité — . On 

p^x 

le pourroit fans doute , foit par le feul 
procédé de la divifion , foit par la for- 
mule du binôme , mais on le peut aufti 
par la méthode fuivante. 

Soient A y B , C’, D y E 8tC. des 
quantités telles que l’on ait l’équation , 
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= A + B x + Cx z + Dx ^ -f** 


P~hX 

E x*-h&.c. ^ 

Cette fùppofîtion efl très-permifê y 
puifque les quantités A , B , C, &c. 
font fuîceptibles de toutes les valeurs 
que pourra exiger la fuite du calcul , 
& que la quantité x fe trouve fuccef- 
Jfïvement élevée à toutes Tes puiiïances» 
L’eflentiel eft de déterminer les valeurs 
de ces coefticiens : or , pour cela , on 
a imaginé d’abord de multiplier le fé- 
cond membre de l’équation par le dé- 
nominateur p-+-x de la première, & 
on en a tiré , en ordonnant 

i 


S Ap-+-Bpx-\-Cpx i -{-Dpx'*-\r 
Epx* -4- &c* 

-hAx -f -Bx 7, -ht'x* -f-f 
fuis en tranfpofânt 6, on a eu 
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rAp-\-Bpx-hCpx z -\~Dp: cî-h 

^ ■Epx*-i-8cc. 

— Z + Jx -f -Bx z -h Cx 3 «+■ 
(Z>x4-*-&C, 

Après quoi on a dit. . . . Puifque le 
fécond membre fè réduit à zéro , il n’y 
a qu’à fuppofêr que les quantités in- 
déterminées A, Z?, C, &c. opèrent 
cette réduction , de manière que tout 
fe détruite , colonne par colonne , car 
alors on aura autant d’équations que 
d’inconnues, ce qui fera connoitre les 
valeurs de ces quantités. 

On a donc ....Ap — 6 = 0 ....... 

Bpx-{-Ax=o . ,Cpx z -4-2? jc 2 =o... 
Dpx 3 ■+ 'Cx 3 = 0 .. Epx*+Dx 4= O .] 
&c. &c. 

, • • * 

La première équation donne Ap=zG , 

C 

d’où l’on tire ^ = — — ; on fubflitue 

..... P 

cette valeur dans la fécondé équation,. 
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& on trouve 2? = 


g 

Ou 

P 1 

fubftitue dé même la valeur de B dans 
la troifième équation , & on trouve 

G 

que C= • Enfin tout calcul fait, 

P 3 > 

G CG* 

on a - — ' — — — - ■■ 

i M"* . P P \ 

C*V £** G*4 

* — “ — H — &c ; & 

pi p 4 p5 - 

la loi de la férié eft fi manifefie, que 
l’on peut aifément poufièr le cacül auflt 
loin qu’on voudra. 

Soit propofé maintenant de réduire 

- - -V • a % ■ 

en férié . 

<t a -+-z ax ——je a? 

. . ’ ^ : 

Je fuppofe que — ■ =: 

a 2 -bzax — x x 

A -+- Bx-t- Cx % -+■ Dx* -H &c. J’ai 
dpnc a* =s=.(.a a x.„. 
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{A+Bx-{-Cx !l '+‘Dxi 4-&c.) , ou 

a* A -+- a 1 B rc-f- a*C x 2 -K. . . 

1 • a 2 Dx 3 

. J ■+■ ta.Ax H- mBx 2 -+- . • «' 

zaCx 3-4-&c,j 


. z a c x 3 -t- <xl 

— ^ 5t? a — ..A 

— &c;7 


doù je conclus , & par confé- 

quent ^=i jenfuite a l B -ï-iaA^o, 

z 

qui donne i? == — . Lememepro- 

tf 


cédé me fait trouver C = — 


a 


» 


• »r< 

‘ IZ 


a } 


, &c ; d'où 




æ 1 — f~ z a» — 5c a 


i » 


a 


Sx 3 


Il X* 


, &c. 


a 1 ' • <i 3 

, • 5 * 1 . U ■ 

Quand il y a deux termes dans le 


ri 


v 
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numérateur , on les égale refpeftïve^ 
ment aux deux termes homogènes de 
la férié déjà multipliée par le dénomi- 
nateur. Ainfi pour avoir la fuite que 

ï + ix ‘ •„ 

donne , on fùppoferoit 

. I — X — rX x 

d’abord i H- i«= ( i— -a;— ■ -;e a )x.« 
(A-hBx-{~Cx 2 -h&:c) ; on effeftue- 
roit cnfuite la multiplication , & après 
avoir trouvé A= i, & B = $, on 
détermineroit à l’ordinaire C , D , &c. 

• ^ i -j- ix 

d’où réfiilteroit = i *+• 

i — x — x x 

53;^- 4 jc* — f- 7 .w 3 _j— na ?4 -h 18 x f , 
férié bien aifée à continuer, puîfque 
chaque coefficient eft la fbmme des 
deux coefficiens qui précédent, & que 
x eft élevé fiicceffivement à toutes fès 
puiflances. Cette férié eft du nombre 
de celles que l’on appelle récurrentes \ 
parce que pour former chaque terme, 
il faut avoir recours à ceux qui le pré- 
cédent* 
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Soit propofé d'extraire ia racine quar- 

rée de a 2 — x 2 , que nous connoi£* 

fons déjà. . . .Suppofez. \/{a 2 — x 2 ) == 

A -+-B x 2 C x*> -h D x 6 H-&c. qui 

donne d’abord , 

« * 

S A 2 -\-zaABx 2 -\-B 2 x*-{- 

zA Dx 6 ; 

-hzACx*-i~s 
iBCx 6 -4-&c; 

enfirite A 2 = a 2 . . ,zABx 2 =-— «*; 

1 ' ’ ï 

d’où A=a..., B = ; ce 

ta 


i 


qui donne C= 

8 a 3 

i 

D = — ; en forte que la férié 

1 6 a 5 

* ï 

A *+-B x % -t- Cx* + D x 6 -b&c, de- 

X 2 X 4 


vient a 



— — mmmm 1 



* 


. — . &c. On calculera de même 

- y . » 

16 a* 

E , F, &c. fi Ton veut un plus grand 
nombre de termes. 

Il y a trois principales luîtes de nom- 
bres. Celles des nombres figurés ou de 
différens ordres , celles des nombres 
polygones , & celles des puifiànces. 

I. Les fuites des nombres figurés 
commencent ainfi , 
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JLa loi des fuites des nombres figurés 
eft, que chacun de leurs termes doit être 
la fomme des termes correfpondans de 
la fuite précédente. Àinfi la fécondé 
fuite eft formée par l’addition conti- 
nuelle des unités ; les termes de la troi- 
fième fuite font _ formés par l’addition 
continuelle de la fécondé. Par exemple , 
I -f- 2 rrr ^ .... . 1 -f- 2 •+■ 3 = 6 .... . 

I -f- 1 -f- 3 “f ” 4 — — - io • • • . ........... 

I - 4 - 2. -h 3 4 - 4 - $ = 1 S j &c» 

II. Les nombres polygones font„des 
nombres formés par la fomme des 
termes ccnfécutifs d’une progreflion. 
arithmétique qui commence par 1. Et 
ces nombres s’appellent triangulaires , 
quarrcs, pentagones, hexagones, &c. 
félon que la différence qui régné dans 
la progreflion eft 1 , 2 , 3 , 4 , &c% 


■ J 
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On les appelle polygones, parce qu’ils 
expriment les divers nombres dont on 
peut difpofer les unités en triangle , 
ou en quarré , ou en quelqu’autre po- 
lygone régulier. Par exemple , la fuite 
des nombres triangulaires i, 3,6, io, 
1 < , &c. tire ùl dénomination de ce que 

» n ** * ♦ ' 

3 unités, ou 6, ou 10, ou if, &c. 
peuvent être arrangées en triangle , de 
la manière fui vante , 


1 ' *1 a 

• • I • • • • • •# • 

■r 1 

• • - • • • • 

» • • 

• - V 

* • .• 

• • • • , &C. 


La fuite des nombres quarrés i , 
4 , 9 , 1 6 , &c. eft ainfî appelée parce 
que Pon peut donner une forme quarrée 
aux unités qu’ils contiennent 3 on peut 

les 
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les di(pofer , par exemple , de la ma- 
nière fuivante , 


. • , &c. 


Il en efl de même poyr les nombres 
pentagonaux & ceux qui (ont au-deftus. 
Plufieurs Auteurs des deux derniers 
(îècles ont beaucoup travaillé fur ces 
nombres; mais ce genre de travail eff 
lï ingrat, que l’on a jugé à propos de 
l’abandonner prelque tout-à-fait. 

III. La troifième efpèce de fuite com- 
prend celles des diverles puifiances des 
nombres naturels 1 , z , 3 , 4 , 5 , &c. 
Or l’opération principale qu’il y ait à 
faire (ur les fuites , confite à trouver 
leur (omme , & nous allons voir com- 
ment on peut la déterminer dans quel- 
ques cas» 


Algèbre, Tome IIL 
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. »/ 

De la fommation des fériés • 

On peut faire fur les fuites toutes 
les opérations de l’Arithmétique ; mais 
la plus utile de toutes , & en même- 
tems la plus difficile , confifle à les for- 
mer , c’eft-à-dire , à réduire en une 
feule expreffion finie tous les termes 
d’une fixité donnée. C’eft ordinairement 
en cette expreffion que confifle la fb- 
lution des problèmes dans lefquels les 
fuites entrent , & ces problèmes font 

i 

Nombreux. 

Nous ne pouvons pas entrer dans un 
grand détail. fur ce fujet, qui fait une 
des plus confidérables parties de l’Ana- 
lyfe ; nous expliquerons feulement la 
manière de fommer quelques fuites prin- 
cipales. 

L’art de lcmmer les fuites , Ce borne , 
pour ainfi dr.e, à trouver la méthode 
d’-n fommer quelques-unes qui fervent 
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de formules , auxquelles on ramène , s’il 
eft polfible , les fuites que l’on veut 
femmer. Par exemple , ayant trouvé une 
formule pour former une progreflion 
géométrique décroiiïante à l’infini , on 
pourra toujours femmer les faites que l’on 
décompofera en plufieurs autres , dont les 
termes feront en progrefiion géométrique 
décroilîânte. (On défigne infini par ce 

, i a 

figne , OC ; d’où , , &c» 

OO . 00 

(ont des infiniment petits . ) 

d d d d 

Soit — — : : : î 

b bq b q z bq 3 

d d 

— — : , une progreflion 

. bq* bq » 

infinie décroiiïante (en fappolânt q plus 
• grand que l’unité ). Si on l’écrit dans 

d 

un ordre renverfé — : 

” bq « 

Hij 


1 
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la rendra croiflànte, & en y appliquant 

• « q — — a 

la formule. . . . s= , dans 

1 

d d 

laquelle *> = . ... a = — , ofi 

b : bq* 


IL 

b 


aura s = 


bq “ 


? — i 

en fuite le terme infiniment petit 


i négligeant 
d 


& réduifànt, on trouvera s— — 


b q* 
dq 


bq — b 


formule propre à donner la (ômme de 
toute progreflion géométrique décroif- 
lànte à l’infini. » 

Exemple . On a vu que la fra&ion | 
pouvoit être transformée par approxi- 
mation en celle-ci, .0^333 &c. mais 



. »\ 
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que pour rendre cette transformation 
rigoureufe il fau droit pouffer l’approxi- 
mation jufqu’à l’infini. La preuve en 
efl que la lomme de la progrefïion. . .. 


10 


3 


V 00 




IOO looo . 10 

qui en réfulte , efl véritablement y. Car 
fi on écrit d’abord cette progreflion , de 
manière à la rendre croiflame, on aura 

* -_2_._L-.JL- & fi 

— “ — , # • • • • •) ** 

I0*° IOCO 100 10 

on fait enfuite les fubfiitutions conver 


nables dans la formule 


bq — b 


30 


. 1 
"j* 


en trouvera que js= - 

leo — 10 
Donc la femme d.e o ,99999 9 efi 1 
comme la formule le donne. 

Soit propofé maintenant de trouver 
en fraétion ordinaire la valeur de..«> 
•,181818 à l’infini. Je fais </=si 8, m . 

Hiij 


-Bigitized by Google 
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b = ioo. . . . . q = ioo ; & je trouve 


1800 


1800 


a 

1 1 


j 0000 — 100 99 00 

Cherchons à prêtent le moyen de 
fbmmer une fuite de fractions dont les 
numérateurs fbient en progreffion arith- 
métique, '& les dénominateurs en pro- 
greffion géométrique# Cette fuite eft 

d CL — f— (l &~î~ld 

. } 


b 

a 


3<Z 


bq 


bq* 


bq* , 

cette forme 


, &c. Mettez-la d’abord fous 

1 

d 


a 


a 


— , h 


a 


bq z bq z 

d d 

■+* 


b bq bq 
d a 

H > - — *+j 

bq Zr bq* 
d 

-+• — , &c. 


bq* bq* bq * 

De-là vous pourrez déduire les fé- 
riés fuivantes qui ne font que des picn 
greffions géométriques. 
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Or ces fommes (excepté la première) 
forment la progrefiiori 


d d 

• • 

bq — b bq 4 — bq 
dont la fomme efi — 


d 


bq 3 — bq x 
dq 



bq z — 2 bq->s-b 
fi donc on y ajoute la première fornme 

<iq aqq — aq-\-dq 

— , on aura 

bq — b bq x — ~2 bq -+- b 

pour la fomme des fommes , c’eft- à-dire , 
pour la fomme de toute la férié pro- 
pofée. Et c ejl une formule générait 
pour fommer toutes les fuites de frac - 
lions , dont les numérateurs font en 
progrejjton arithmétique , & les déno- 
minateurs en progreffon géométrique . 


Rem arque. Lorfqu’on ne peut fom- 
mer en termes finis une fuite infinie, 
il faut tacher de la mettre fous une 
forme rapidement convergente ; car , 
lorf quune fuite converge très -vue , il 
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fujpt de fommer quelques-uns de /es 
premiers termes ; on peut enfuite né- 
gliger les autres fans erreur fenfible. 

Par exemple, dans \/(aa-bxx) 
plus la valeur decc fera petite à l’égard 


x x 

de a y plus la fuite a-\ — 

■ za 

X* x 6 

1 &c. convergera 

8 a * 1 6 a f 

vite, parce que les numérateurs de- 
viennent très-petits, à l’égard des dé- 
nominateurs. Soit <1 = 10, & ^cs=i, 

I 1 

alors \/ ioi — 10H -ir 

20 8000 


1 •' . 

— ; où l’on voit que le qua- 

1 600000 

- *» . N 

trième terme efi déjà comme infiniment 
petit , & que par conféquent les trois 
premiers termes fuffilènt pour avoir, à 
très-peu près, la racine de 101. 
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De ta méthode inverfe des fériés « 

Etant donnée une équation de cette 

» . 

forme ,x = ay m - 3 t-by m 'T~ n -\- 

cy m -*~ 2n -h&c, on demande la valeur 
de y. La méthode qui apprend à la 
trouver , s’appelle Méthode inverfe des 
fériés , ou retour de fuites ; parce que 
l’on ne parvient à cette valeur que par 
une férié inverfe des puiflances de x • 
vVoici en quoi cette méthode confifte, 
I, Soit pris d’abord le cas le plus fim-- 
j>le , qui eft celui où m = n= i. 
L’équation propofée fe changera en 
celle-ci , 

x=aay -ï-by 1 -bcy 3 -{-dy++&.c* 

11 s’agit' de trouver la valeur de y en 
X» Pour cela je luppofe 

y ^ A x B x* C X* ■+■ 

Dx* &c* 


' r by”Google 



•4* 2 - AB x * -f- B*x 4, &c* 
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Or cette dernière équation donne 
x = Aax y d’où i =iAa^ 8c,... 

A — — • Elle donne aufii a B •+• 
a 

_ b 

A 1 fc=o : donç B = . En- 

'al 

{iiite , aC-ï-z ABb H- A* , d’cù 

i b x — ac 

C= — , & ainfi des autres. 

as 

Cela pofé , nous aurons la formule fui— 
vante pour changer une férié des puil- 
iànces fuccefiives de y, en une autre 
férié compofée des mêmes pui fiances de 
x. Il n’y aura qu’a fubflituer’les valeurs 
des coefficiens a , b , c y d\ &c. que l’on 
(ùppofe connus. 

Je dis donc que fi x==ay-h b y 2 -h 
cyl, &c. on a dans tous les cas (êm- 

i b 

blables. . . ,y= ^ — X* *+• 

a aï 

z b*——ac 

——^3 4 - 

as 


ed by Google 
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t h* — a c 


Mi 


aS 


* 


% abc — a 7, d — f h * 
a7 


+ . * . » . 4*J 


J i af>’c+fia bd-*.x a} c' — û ; « 


- “4~ 5cc» 


Applications . w=_y — y a -+-y 3 — , 
— j 6 -h &c. Quelle eft là 
valeur de y exprimée en a:?.»»...,.. 
On à ici a=l ;• 3 = ' — i» c.*=i, 
<f = — i , e=i , &c. Donc y=^4-* 

# a H- 1 » 3 ■+• 4» 4 >& c * 

y 4 

Si on avoit x =y H- -+- — — "+• 


T J 

- 4 — , &c, alors a fèroit t±i i , 


4 S 

b = ^ c? = 4 > ï î & jy = - = # 

• * v k « 

J jc* -H§ — ^_jc 4 4-tjô &c.=; 

Algèbre, Tome 111. 1 
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r* -•* 

X* X 3 • a?4 

x H — — -+--•% 

i z . 3 a-3.4 

jc J 

, &c. 

1-3*4. y 

X x % X 5 

Et fi ? = -4 — 

• <z . 1a 1 3 a * 

JC+ - JC* 

«r -4- — &c\ on trouvera 

4^4 f a* 

* 5 , î 4 

— = £ H H h * 

a 1 1.3 1-3*4 

&c. 

« 

Manière de transformer les équations , 
6 * évanouir le fécond 

terme. 

II eft fouvent utile de faire lubie 
aux équations certains changemens , de 
fuppofer y par exemple , l’inconnue 
égale à une autre inconnue -H une 
quantité indéterminée» Cette fuppoli* 


Jigitizëd by Google 
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tîon facilite en certains cas la rélôlution 
des équations. 

Lorfque , par exemple , elles (ont 

. affeCtées de coefficiens fractionnaires, 

comme celle-ci 

b c f 

x i -H • — x 2, -4- x -H — • o, & 

a d g 

que Ton veut ôter toutes ces fractions , 

il n’y a qu’à (uppofèr x = — ( y 

m 

étant une nouvelle inconnue , & m une 

* i 

quantité que l’on détermine toujours fa- 
cilement ) : en (ubfiituant cette valeur 
à a:, l’équation propofée deviendra... 

y 3 ^y a cy f 

“H — ■ - -f» -H — - = O y 

m* am* dm g 

bmy* cm* y fm ? 

ou y ^ •+* — » — *-fr< — — — . “o# 

a d g 

Or cette dernière équation n’aura plus 
de coefficiens fractionnaires , fi m eft 
dwifible tout-à-la-fois par a , par dy 

ni 

s 
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& par g ; & il le fera , fi on prend 
pour m leur produit adg , ou même 
un‘ plus petit nombre que ce produit, 
f quand les nombres a, d, g ne font pas 
premiers entr’eux. Subilituant donc a dg 

bmy x 

au lieu de m dans y 3 -j &c« 

a 


on aura l'équation 

f • 

J 3 “l-bdgy x -i-<i*cdg z y-i-a 3 d ifg z = o , 

où il n’y a plus de fra&ions. Les ra- 
cines de cette équation une fois trou- 

. / - b 

vees , celles de oci H * a -f-&c. Ce 

a 

pxéfenteront d’elles-mêmés , en divifânt 
les premières par m que nous venons 
de déterminer. Toute la difficulté con- 
fiée donc à trouver Tes premières ra- 
cines. Pour en faciliter la recherche , on 
a imaginé de faire évanouir le fécond 
terme des équations à réfoudre , & voici 
Gomment on fait cette transformation. 


Diçftizec 



®’A L G E B R I, 1\9 

U - * 

Soit l’équation générale , . * . ,x m -H 

Æ:c m — *+&C....+ B = Oi 

Je fuppofe a? = y -\-f (y étant une 
autre inconnue, &/*une indéterminée 
à laquelle on donnera telle valeur qu’il 
conviendra pour faire évanouir le fé- 
cond terme.) J’ai donc la tranforrnée a 
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Maintenant , pour que le fécond 
terme de cette équation s’éyanouifîe , 
il faut que my m — x f^r ay m — I = o. 
Il faut donc qu’après avoir divifé par 

my m — 1 , & tranfpofé , on ait. 

a 

/==-4 . Ce qui nous fait voir 

m 

d’une manière générale que pour faire 
évanouir le fécond terme d'une équa- 
tion , il n*y a quà fuppofer l’in- 
connue égale à une autre inconnue 
moins ou plus le coefficient du fécond 
terme de cette équation , divifé par le 
nombre qui en exprime le degré. On 
met moins , lorfque le fécond terme 
eft pofîtif ; & plus , quand il eft négatif. 
Toute équation du fécond degré fem- 
blable à celle-ci , x z -f- a x ±=s b , Ce 
réfout promptement par cette transfor** 

a 

niation , en faifânt x^=.y - , & 

z 

en fubflituant. Nous ne nous y arrêterons 

Air 
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pas. Soit donc #3 — .6x 2 - f-4x-*7=;o, 
que l’on voudroit changer en une équa- 
tion équivalente, dans laquelle il n’y 

eût plus de fécond terme. 

» 

Pour cela, je fiippofè x=y-\-*=z 
y- 4 - 2 ; & lubftituant jl vient...*,., 
y 3 * — 8 y — if = o, qui n’a pas de 
fécond terme, c’eft- à-dire , de y a dans 
cet exemple. 

Pour transformer x*-\- tx* — 4=0, 
je &!»%=>- — |=sy—i, & j’ai 

y 4 * — iy'+y — ?k = °, dont le 
fécond terme eft évanoui. On transfor- 
meroit ^ + -f-6£ -t-</==o , 

a 

en ^ = x — — - ; & ainfî des autres. 
S 

La même méthode lerviroit à faire 
évanouir le troisième terme d’une équa- 
tion ; car en remontant à la transformée 
générale y ™ -+, m y™ &c. il n’y 

gtirott qu’à fuppofer,.., , 
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m.m •— i 





.1 


2 

( ra — i ) ay m ~ i ~ % f -Jr by m 2 = °« 

On trouveroit. 


/=+--+-!/(— h- V 

J m " V m a m.m—i/ 

Mais comme la fubftitution de cette 
valeur de /* introduiroit des radicaux 


dans la transformée , on aime mieux 
ne faire évanouir que le fécond terme* 
Le calcul deviendroit encore plus com- 
pliqué , fi on vouloir faire évanouir le 
quatrième , ou le cinquième , &c* 


JDu calcul des quantités radicales • 

. * • • - V 

A commencer aux équations du fé- 
cond degré , les quantités radicales (ont 
inévitables dans la réfolution de pres- 
que toutes les équations» Il eft donc a 
propos d’apprendre a calculer ces quan- 
tités , avant que d’aller plus avant dans 
cette théorie» 

l % 
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Quoique l’on appelle en général quan- 
tités radica/es , toutes les quantités affec- 
tées du ligne radical, il y en a pour- 
tant beaucoup qui ne font radicales qu’en 
apparence ; ce font des quantités corn- 
menfurables , qui peuvent par-là même 
lubir les extradions de racines indi- 
quées par l’expofânt du radical. Or 
toutes les fois que cette opération efl pof» 
/îble , il ne faut pas manquer de la faire. 
C’eft ainfi que les quantités fuivantes , 

j/ x 6 y9 .... 

P ' Ci f e 

réduisent à celles-ci, 

rt: T T - • • •ûzab* ,., % x z yi . ...i-f-ü? * 

OU. — .fl, - 

Le relie des quantités radicales fê 
partage en deuXclafïès, dont l’une com- 
prend toutes les quantités incommen- 
surables j l’autre renferme toutes les 
quantités imaginaires* 

Les incommcnfurables que l’on ap- 


J 
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pelle aufli quantités irrationnelles , ne 
peuvent jamais être débarrafîées du ra- 
* dical qui les affede , parce qu’il n’efl pas 
poilible d’avoir leur valeur d’une manière 
exade. Tout ce que l’on peut faire de 
mieux , ^c’eft d’approcher de cette va- 
leur, par les méthodes les plus promptes, 
ou du moins de Amplifier ces quantités’, 
lorfqu’il y a lieu. 

Par exemple, les quantités fuivantes 
peuvent être Amplifiées, en appliquant 
les régies d’extradion aux parties qui 
en font fiifceptibles ; & on peut écrire 
ces quantités comme on les voit ici , 

y/8 —z y/ {/ 43z = z {/ ?4 = 

3 i/ié = ^ i/z...,V405' = 3 

\/ m 2 n = m y/ n 

\/ B y' 1 ’ ta 1 . ...... 

c 6 d 9 cd 

8 * 8 

y / (3 a 2 — 6ab-i~s 3 a )=(<z~3) j/ 3 . 

Outre ces premières rédudions par- 

ivi 

I 


{/ cd 
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ticables feulement en certains cas, les 
jncommenfuhles peuvent fubir toutes 
les opérations cle l’Arithmétique. Il faut 
donc favoir comment on les aiïujettit 
à ces opérations. , 

_ 1°, L’addition des radicaux Ce fait 
en les écrivant de fuite avec les lignes 
qui leur font propres ; & s’il fe trouve 
des radicaux femblabies , c’eft-rà-dire-, 
qui aient le meme expofar.t, & qui 
afleélent la meme quantité , on les ré- 

duit fuivant la méthode ordinaire. 

» • • \ . 


Soitpropofé, par exemple, d’ajouter 

\/ i/ b , z \/ ii , — 3 y b O n 

écrira 3 \/ a — z {/ h. Soit propofé en- 
fuite d’ajouter * t /x 2 y> — a V 
b Vx*j. On écrira ( 1 — a-yb) \/x z y. 
En général, la fomme de........ 

^ , rry- ^ - f \ m r C '* - , 

* — y +- r--- J, — peut Ce rç— 

b d § d;* 


duire à 


a g -4- h f 

t>g * 
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, II 0 . La fouftraâion des radicaux con- 
fille à changer feulement le figne du 
coefficient du radical que l’on veut fouf» 
traire; & fi par halard les deux radi- 
caux font femblables , on les réduit 

i \ 

comme ci-deffus. 

Exemple. 3 y / 7 — v / 7 = i\/7-m 

4V/3 — Î V'3— 

\/ 1 7 a ib—— \/ 3 a* b* = S n V / S 
ab x y/ iab = (34 — ab z ) \/ 3 ab. 

iri°, La multiplication des quantités 
radicales Ce fait -à peu-prcs comme 
celie des autres quantités. Il y a feu- 
ment deux régies particulières à obfer- 
ver ; l’une dans le cas où le multipli- 
cande & le multiplicateur font fournis 
à des radicaux de même degré; l’autre, 
dans le cas où leurs radicaux font diffé* 
rens. 

Dans le premier cas, on multiplie à 
l’ordinaire les quantités fourni fes à ces 
lignes, Ci on écrit leur produit fous le 
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le radical commun , fauf à réduire en- 
fuite , s’il y a lieu. 

Exemple. \/ 6 x \/ 8 =y/ 48=4 v/j» 

VaxŸb^f'aK 

fx 2 y 4 x]/ / ' zoux"=\/ (100 x^y*) 

V pxV— < 1 = V— P< 1 ' 

Dans le fécond cas, on Ce contente 
fouvent d’indiquer la multiplication ; 
ou , fi on veut l’effeduer, de manière 
que le produit (oit afiujetti à un feul 
radical , on commence par réduire les 
deux radicaux des fadeurs au même ex- 
pofimt: après quoi on multiplie comme 
dans le premier cas. 

Or pour opérer cette rédu&ion , il 
faut multiplier l’un par l’autre les deux 
expofans des lignes radicaux, & mul- 
tiplier de même les expofims des quan- 
tités loumiles à un radical, par l’ex- 
pofant de l’autre radical. Cette double 
opération fait rentrer le fécond cas dans 
le premier. 


I 
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Exemple. \^ a ^/ b -=- a * . 

t y'a^t 1 ...f r l>.p'c==\^ y l m c* . . i 
Ÿt >! • V ' C 1 =:...~C^'b!U'P. ■ 


IV Q . La divifion des radicaux peut 
quelquefois s’effeftuer quand ils ont le 
même expofant : mais lorfque la divi- 
fion eft impraticable , on l’indique feu- 
ment de la meme manière que pouc 
les quantités rationelles. 


Exemple. 


V* 


z \/ 6 


î ••••••••♦ i 


V** 


41/35 


— 


yf ax V/* a 

Ÿ b xy by 

m P 

Mais pour divifer \/ Æ P ar V x * 011 

V 

écrira \/x : ou fi l’on veut re* 
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duire ces deux radicaux au même ex- 

m]y myy 

pofànt , pu aura a* : x m sss 



a « s 

En général — y 

b t 




V°. On élève les quantités radicales 
à leurs différentes puiflànces , foit en- 
tières , foit fractionnaires , en multi- 
pliant leurs expofans par celui de la 
puifîànce à laquelle on veut les cleverr 
après quoi , s’il y a quelque réduction 
à faire , on la fait. 

Si on avoit,.par exemple, y/ z à 
élever au cube , on écriroit d’abord 
y/ z 3 , ou y / 8 ; puis z y/ z. Pareillement 
pour élever au cube y/a m ^ on écriroit 

• f . 

y/ a 3 pour élever y/ a* b* au quarre, 

on ôteroit Amplement le radical, Ainfi 
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b 

( \/x-i-v'y) z =ïx-i-i y/ xy-hy . . . . 
(a; - h v/y ) 3 = * 3 4- 3 ~ 2 ■+• 3 X J 4“ 

^ t/y* 

En général, quand l’expofânt du ra- 
dical eft le même que celui de la pui£ 
iânce propofce , il n’y a qu’à ôter le 

m 

radical. A.infî {\/a) m ^=za. C’efl une 
fuite, évidente du calcul des puifiançes 
par leurs expolans ; & toutes les fois 
que l’on éprouvera quelque difficulté 
dans le calcul des radicaux , rien ne ~ 
fera plus facile que de la réffiudre , en 
transformant les quantités radicales en 
puilTances fractionnaires. 

Les quantités imaginaires le calculent 
de la même façon. On les ajoute , on 
les fouftrait & on les réduit , comme 
toutes les autres quantités radicales ; 
mais il y a dans leur multiplication un 

cas alTez embarraflant. dont il elt bon 

• • * < 

d’être prévenu. 

Soit dpnç propofé de multiplier 
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par Il femble d’abord que le 

produit doit être maïs 

en remontant à l’origine du ligne ra- 
dical , on ne tarde pas à fè convaincre 
que le produit de y/ — a par y/ — a 
doit être — a. Que déligne-t-on en 
effet par l’exprefïion générale y/" ml 
N’eft-ce pas la quantité, qui multipliée 

par elle-même , donne m ? Soit donc 

« 

7n = — a’, on aura y/ - — a.\/ —— 
y/m.y/ m=:m = — a. 

Il efl vrai que lî on multiplioit fous 
le ligne radical, — a par — a, on 
trouveroit y/-f-tf a : mais lï on obferve 
que \/-f-û a peut être également -4 - a 
& -*—•£, & que l’ambiguité de ligne 
( qui a lieu en général toutes les fois 
qu’on ignore lî a a provient de 
ou de — -a , — a)- ne làuroit exiller 
ici , puifque l’on lait que a? eft pro- 
venu de — a . — a, il eft impolïible 
qu’on ne loit pas convaincu que dans 
ce cas y/ a* eft — a, & non . 
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D'après cette obfervation , il n’eft 
pas difficile de voir que les puiflances 
fucceflives de y / a font y/ > — a, — a , 

— a y/ — a y a 2 > a 2 y/ — a , — a*, &c. 

& que les mêmes puiifances de * 

— y/ — a font pareillement — y/ — a , 
•— a , a\/ — a y a 2 , a 2 y/ — 
a*, &c. 

Cela pofé , la multiplication des po- 
lynômes qui ont des termes affedés 
d’imaginaires , ne doit plus être fujette 
à aucune difficulté , pourvu qu’on fade 
attention aux lignes qui précédent ces 
termes. Ainli le quarré de i -+- y/ — I 
eft — ï — i, ou 2\Z-“ “!••• 

Le cube de — i -f - }/ — 3 eft. . . . . 

— 1-4-3 V — $ *+* 9 — S V — 3 y. 011 
8, Le produit de x -f- a -4- y /—— b 
par x-\- a — y/— x 2 -+~zax- f- 
<2* *4- b • 

Ces deux derniers exemples font 
voir qu’une quantité réelle eft quel- 
quefois le produit de pipfieurs fafteurs 
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imaginaires , & que par conféquent une 
équation peut avoi r un certain nombre, 
de racines imag naires , quoique tous 
Je s coefficiens foient réels. 

Soient x -h a «+- */ — - b l’un des fac- 
teurs imaginaires d’une équation dont 
le premier membre eil si. On peut 
faire voir que cette même équation doit 
avoir aufïi pour fadeur 1/ — b\ 

car il n’y a qu’une quantité de la forme 
#( #-*-<!• — \/ — />)>qui, multipliée ■ 
par x-q-rz-f-v/ — b , puifle donner un 
produit réel B (x 2 -+* zax-ha 2 -hb) 
comme l’eft le premier membre A. 
L’exiftence du fadeur imaginaire. . . . 

y/— ^ b dans une équation en - 
traîne donc celle d’un autre fadeur pa- 
reil x-+-a— -y/— •£, qui ne différé 
du premier que par le ligne de \/ — b • 
Leur produit eft équivalent au fadeur 
du fécond degré x 2 -t-x rtx + a’4*^ 
entièrement réel , & dont le dernier 
terme Æ 2 -f-£.ed toujours polîtif, 
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tire de- là diverlès conlequences utiles 
dans la théorie des équations. 

i°. Les racines imaginaires qui Ce 
trouvent dans une équation , y font 
toujours en nombre pair. 

z°. Les racines imaginaires que l’on 
rencontre dans la lolution d’une équa- 
tion , ont deux à deux la meme quan- 
tité fous le ligne radical , & ne different 
que par les lignes -f- & . 

3°. Toute équation d’un degré im- 
pair , a au moins une racine réelle. 

: 4 0 . Toute équation d’un degré paie 
dont le dernier terme ell négatif, a au 
moins deux racines réelles , puisque le 
produit réel des radicaux imaginaires 
qui font alors partie des deux poiy-, 
nomes multipliés l’un par l’autre , ne 
peut être qu’une quantité politive. 

* • » i» * 

Des Problèmes indéterminés . 

du premier degré. . . . „ 

• -m • r 

Lorfque dans un problème , le nom- 
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bre des inconnues (urpafle d’une unité 
celui des conditions , on l’appelle in- 
déterminé. Si le nombre des inconnues 
furpaffe de plufieurs unités celui des 
conditions, le problème eft plus qu’ in- 
déterminé. 

Or dans les problèmes indéterminés, 
on ne peut jamais avoir pour réfultat 
qu’une équation à deux inconnues, en 
forte que pour fixer la valeur d’une de 
ces inconnues , il faut fuppofer une va- 
leur arbitraire pour l’autre inconnue , 
& voir enfuite fi ces deux valeurs fà- 
îisfont au problème. 

Soitpropofé, par exemple, de trou- 
ver trois nombres x , y , \ , dont la 
fomme foit icy, & qui ayent entr’eux 
une même différence. 

Les conditions de ce problème s’ex- 
priment par ces deux équations 

x-hy-+-^ = io* & ^ — y=y — 
Prenant dans la fécondé la valeur de 
x qui efl zy — & fubflituant dans 


y 
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la première équation; on trouvera ... 

y = 3 ? , & par confcquent. . . 

* -+- 3* -4- l = iof , ce qui donne 
a:-f-£ = 70, équation d’où on ne peut 
faire évanouir ni x , ni 

Il faut donc fuppofer une valeur à 
l’une de ces deux inconnues, à x , par 
exemple , pour avoir la valeur de l’autre. 
Soit .x= 10, on aura £ = <£0, & les 
trois nombres 10, 3?, 60 pourront 
fatisfaire à la quefiion. Et fi on fait 
x=n y on aura ^ = 58 , & les trois 
nombres 11,3? & $8 y (âtisferont aufli. 

On voit même que ce problème peut 
avoir foixante-neuf folutions en nom- 
bres entiers & pofitifs , parce qu’on 
peut fuppofer x égal luccefiTivement à 
tous les nombres depuis 1 jufju’à 69 , 
mais non au-delà , parce que la fomme 
des deux inconnues eft 70. Il 

peut cependant avoir une infinité d’au- 
tres folutions , en prenant pour x des 
yaleuis fractionnaires. 
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Quoique la folution de ces fortes de 
problèmes Toit plus curieufè qu’utile i 
il eft bon cependant de connoitre un 
* peu plus en détail la manière de les 
réfoudre en nombres entiers & pofitifsj 
Soit l’équation ax=zby+hCy à la- 
quelle tout problème indéterminé du 
premier degré peut être réduit, & dans 
laquelle a , b , d expriment des nom- 
bres entiers & connus. On mettra 
d’abord cette équation fous cette forme, 

b y -f- c . # 

x = — i -5 & puifque a? doit être 

a 

by-r- c 

un nombre entier, — doit l’ètré 

iL • 

« • p 

■ 

auflï. Mais au lieu d’écrire tout au long 
ces mots nombre entier , nous les dc- 
iignerons par la lettre E « On aura donc 
b v -f- c 

— = E. 

a 

• 0 

Si Ton pouvait maintenant transfor- 
mer cette exprelïïort en une autre où 

y 

y 
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y n’eût que l’unité pour coefficient, & 
qui étant, par exemple , de cette forme, 

y ~ ■ 

— , fût encore un nombre entier, 

a 

différent à la vérité de celui que l’cn 
avoit d’abord , mais également défîgné 


y — f~ d 

par E, on auroit =£, d’cû 

a . 

on tireroit y = aE — d . 


Prenant alors pour E telle quantité 
numérique que l’on voudroit, pourvu 
qu’elle fût entière & pofîtive, à com- 
mencer même par zéro , lorfque — d 
eft un nombre pofirif, on auroit dif- 
férentes valeurs de y } que l’on fubfti- 
tueroit dans l’équation du problème , & 
chaque fubftitution donneroit une va- 
leur correfpondante pour x. Quelques 
exemples vont rendre cette méthode 
fort intelligible. 

Je fuppofè donc que Ton cherche 
toutes les valeurs entières & pofitivef 
sllgel’rt. Tome 11 L K 



« 


i7o 


Été 


MESS 


de x 8c. de y dans l’équation... 
3 x — -f- 7* Je fais d’abord 




X : 


4 v ■+■ f y ”+- ï 

— ==y-+-i-}-' — ( en 

3 , 3 

divilânt par 3). Mais cette valeur de 
oc doit être un nombre entier. Donc 
y ■+* 2 

y-f i + — = E \ & puifque y 

doit ctre aufli un nombre entier , il' 

. • y -f- z 

faut bien que le (oit de même* 

3 

y ^ 

J’aurai donc = E ; d’où.,* 

3 

y = 3 E — z. 

Cela pofé , je fais E — x ( & nort 
pas o, afin d’éviter la valeur négative 
— 2 pour y). J’ai donc y = i. Donc 
5? = 3. Je fais enfuite E= 2. Donc 
y = 4 î ce qui donne x-=j. Faifant 
-E = 3, je trouve y = 7, d’où lava-* 
l^ur correlpondante de x eft n. 
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Je difpofe ainlî ces valeurs , & je 
remarque qu’elles font en progreffion 
arithmétique. 

y= 4 7. • .&c. 

X ■ ». &C . 

La différence de la première progref- 
fion eft 3 , coefficient de x . Celle de 
îa fécondé eil 4 , coefficient de y. Rien 
donc n’eft plus r.ifé que de trouver la 
fuite de ces valeurs , & de voir que 
ce problème a une infinité de folutions, 
* Au relie , ce n’ell point par halàrd 
que l’on trouve ces progreffions arith- 
métiques. En y réfléchiffiant un peu , 
on verra bien que c’eft une fuite né- 
ceffiaire de la méthode. Mais ces pro- 
greffions ne font pas toujours infinies , 
au contraire , elles font limitées toutes 
les fois que chaque membre de l’équa- 
tion avant une inconnue , ces inconnues 
font affieétées d’un ligne contraire. 

EjtEMrLE. On demande en nombres 

Kij 
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9 

entiers , toutes les valeurs pofitives dé 

x & de y dans l’équation .... 

9 x = 2000 — J 3 y » 

2000 — 12 y 

On a d’abord #=: =E „ 


2 — 4 y 

enfuite , = E , en divifent 

P 

par 9 , & ne gardant que le relie de 

4y 

la divilîon. Mais li ell un 


nombre entier , le double de cette quan-> 
tité doit être aufli un nombre entier. 


Ce double ell 


8y . 


; donc en ajou- 


tant un autre nombre entier , tel que 

9y 

— - — , & en réduilant , on aura...* 
9 

~ — — =Ej d’où l’on tirey=5>£— 4. 


Pour avoir maintenant toutes les va- 
leurs de y , à commencer par la plus 
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petite , je fuppofe E = i ; donc y— 5 r 
fi E=i, y= 14 ; fi £=3, y~ 13 » 
&c» &c. 

Subftituant ces valeurs dans 1 ’équatioa 
2000 — 13 y 

x = 1 , je trouve ..... . 

9 

i°* # = 21 ? ; 2. 0 . x=zoz\ 3 0 . *= 1 Sp , 
&c. & difpc fiant ainfi toutes ces quan- 
tités , 

y-=z <3.. .14. ..23. ..31. &C. 14 

rc=ii5 . .202 . . 18^. . 176 . .&c. 7t 

* * 

Je ne tarde pas à reconnoitre que 
les différences de ces deux progreffions 
font les coefiïciens réciproques des deux 
inconnues, & que par conféquent celui 
de y étant négatif, toutes les valeurs 
de x fie trouveront en fiouftrajant 13 
de la valeur précédente. Or ces foui- 
tradions réitérées doivent enfin cpuifér 
le nombre des valeurs pofitives , & on 
voit bien dans cet exemple qu’il n’eft 
pas poffible d’en trouver au-deffous de 7» 

K uj 
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Bien loin clone que les deux pro- 
' greffions foient infinies , on trouvera 
tout de fui r e le nombre de leurs termes, 
en divifant la plus grande valeur de oc 
par lç coefficient de y, & en ajout mt 
une unité au ^otient, A infî \ = i <5" 
(avec un relie 7 qui e{l la plus petite 
valeur de oc), ■ 11 y a donc 17 de ces 
inconnues qui fatisfont au problème. 
Cela eft générai pour toutes les équa- 
tions femL labiés, dont les coefficicns 
font des nombres premiers erw’eux. 


( On appelle ainfi les nombres qui n’ont 
d’autre divifeur commun que l'imité, ) 
Et comme toutes les autres équations 
peuvent être ramenées à cette forme , 
en les -'dhrifant par le plus grand com- 
mun divifeur de ces coefficiens, il efl 
çlair que la méthode efl: générale. 

Ces détails fuffi.fent pour l’intelligencç 
des deux exemples (iiivans. 

Un marchand doit nco lt , & au dé- 
faut d’argent H oifre deux fortes de 


rL 
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marcha ndifes en payement. La première 
vaut 7 tt l’aune, la fécondé ?. Trouver 
de combien de manières il peut acquitter 
fa dette ? 

Soit x le nombre d’aunes de la pre- 
mière marçhandife , & y celui des 

aunes de la fécondé. On aura 

7 x •+- 5 y — i îoo ft ; d’où ; 


1200 — ? y 

x= ; d’où encore, .. 


'3 — 


z=?E, en divifânt par 7 , & 


1 t 


ne gardant que le refie de la divifion 
& par confcquent en multipliant par 4, 
12 — 20 y . 

i — = E ; donc en divilânt 

7 

- - — 6 y 

& ne gardant que le refte — 

? 

, 7 y , . 

donc 1 “J™ ■ j ou . ... . . • 

7 7 

y -4- f ' - * 

•î — =£; donc enfin y=jE — ï* 

7 


i 
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Soit £ = i , on aura y =3 z , d’oà 
l’on tirera ^ = 1 70. Soit E= i, on 
aura y==f y & x = i 6 $. Le refte va 
de fuite. Les progrefîions ont 3 5 termes 
chacune ; il y a donc plus de trente-cinq 
manières différentes de faire la fomme 
de izoo tf avec des effets dont les uns 

• 0 * é % 

valent 7^ , & les autres ?.• 

Un laboureur a donné des agneaux 
en échange pour des brebis. Il eftimoit 
4 tt chaque agneau , chaque brebis , 
& il a donné is tt en fus. Trouver de 

«e * 

combien de façon il a pu varier foa 
marché ? 

‘ Soit x le nombre des agneaux ; y ce- 
lui des brebis. Donc 4 *4- 1 = 

• » . 

n 9y-—\% 

jjonc x = — 3 donc 

• 4 - 

y — s 

— ==-£; donc ^=4£-t-5i 

4 * 

& fi E = o , y = 3. C’eft le moins 
qu’il ait pu prendre de brebis, auquel 
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Êas il a du livrer trois agneaux. Si 
£== 1, -y=7, & ^ = ii. La marche 
des deux progrefTions eft manifefle , & 
puifqu’elles vont toutes deux en croit- 
Tant , on peut varier à l'infini les fb- 
lutions de ce petit problème. 

Quand ces fortes de queftions ren- 
ferment quelqu’abfurdité , on la décou- 
vre bientôt par le réfultat du calcul. 
L’équation 6 x = 6 y-t -7 peut fervir 
d’exemple. 

La méthode prefcrite pour la folu- 
tîon des problèmes indéterminés du 
premier degré, eû fondée fur cet unique 
principe , que des nombres entiers , 
ajoutés ou fouflraits , ou multipliés pat 
d’autres nombres entiers , doivent tou- 
jours donner des entiers pour réfultat# 
Or ce principe eft évident. 

Appliquons cette méthode à la ré- 
solution de quelques autres problèmes. 
Trouver un nombre x qui étant divifé 
par des nombres connus a , b , c , &c* 
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. • 

donne pour refte d’amres nombres con* 
nus auHTi m , 11 , p , &c.‘ 

Il efl: clair d’après cet expofé , que 
x — m 

eft un entier , ainlî quç 

a 

x 71 

, &c. On a donc x=aE-hm y 

b r 

& fubflituant cette valeur dans la fé- 
conde quantité, on aura,.,.,...,.,, 
a E-\-m — n 

- = E 1 . ( On prononce 

b 

E prime , & par cette lettre on entend 
ici un nombre entier en général, comme 
par la lettre E.) Cherchant enfuite la 
Valeur de E par la méthode qui a fait 
trouver ci-delîus la valeur de y , on la 

fubftituera dans l’équation 

x = a E -4- m ; & cette nouvelle ex-* 
preflîon de la valeur de x , étant une 
fois mife dans la troifîème quantité 
x — p 

« , on trouvera encore un nom-» 

c 
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bfe entier , que nous dt lignerons par 
E" (E fécondé). Le premier membre 
de cette équation contiendra E 1 qu’il 
faudra déterminer comme cî-deffus, & 
l’on aura enfin iaviltü; de x en nom- 
bres connus & en t." ou en E 1 ' 1 ( E 
tierce ) , ou &c. feion le nombre des 
divifeurs. On prerdra alors pour le 
dejmier E telle quantité entière que 
t l'on voudra, & bientôt on aura déter* 
tniné les valeurs qui peuvent fatisfaire 
aux conditions du problème. 

Exemples. Quels font les nombres 
qui c f ant divifes par 5 & par 7 donnent- 

4 & z pour refie? 

• « - 

X — 4 X — i 

On a = £,& = E'. 

% 7 . 

ÎDonc x = 5 E -+- 4 ; dont 

ï £-+• 1 

= E' ; donc 1 ... ai 

• 7 . 

I 5 E -f- 6 

■ == E' 5 & fou firay an t . . . , 

7 - • 
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14 E 

• , on aura E=7E' — 6 . Si on 

7 

fuppofe E= 1, on aura auflî E = r, 
donc x = 9 ; & c’eft Je plus petit des 
nombres cherchés. * 

Pour avoir les autres , on fuppcfera 
£' = z, ce qui donnera # = 44. 'Si 

£' = 5, x = 79î & ainfx de fuite, 

• • ' 

ajoutant à chaque valeur précédente le 
produit 3? des deux divifeurs 5 & 7, 
car puifque 35 eft divifible fans refte- 
par 3 & par 7, il eft clair que 3? •+•£ 
ou 44, que 7 o-f-2 ou 79, &c. don- 
neront les même reftes que le plus 
petit nombre 9. 

Un avare a dans fon coffre-fort plu- 

fieurs fies de noo tt chacun. En les 

* 

comptant un jour trois à trois , il n’en 
trouva aucun de refte. Il les compta 
un autre jour (êpt à fêpt , & il n’en 
refta qu’un. Les comptant une autre fois 
dix par dix, il en trouva fix de refte» 
Ne pourroit-on pas deviner combiej»- 

Ü 
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• 

il en avoit , fâchant d’ailleurs qu’il en 
avoit plus de cent , mais moins de trois 
cens ? 

Soit x le nombre de ces fâcs. E , 
£' , E" dé/fgneront à l'ordinaire des 

• X 

entiers; & l’on aura = 

3 



x — 6 

— La 


7 io 

première expreflion donne xx=z^E, 
3E—Ï 

La féconde , — - = E' ; donc 

7 


E- 

7 

trayant 




fera un entier , & fôu£* 


14 E 


de ce dernier nombre. 


le refie en fera un auflu On aura donc 
j£ = 7£ , -t-f. D’où x = ii E'-hif. 

Subflituant cette valeur dans la troi- 
sième expreflion , il viendra. 
Algcbre % Tome IIE L 
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» 

' 21 £' 4- 9 


= £". D’où ï. 


îo 


£' = io E" — 9 » Si on fait E"s=i, 
on aura x= i 6\ & ce fera le plus 
petit des nombres qui , dîvifés par 3 * 
par 7 & par 10, auront pour relies o, 

1 8c 6. Pour trouver le fécond- nombre, 
on fuppoüera E" = i J d’où ~ = 2 , 46 « 
Si £".= 3 > ^ = 456. Donc le nom- 
bre de facs eft 24^. 

Remarquez que la fuite des nombres 
36, 24 6, 4Ï^, &c. fe forme en ajou^ 
tant au nombre qui précède , le pror 
duit 210 des trois divifeurs 3 , 7 1 i°> 
& cela aura Heu toutes les fois que les 
divifeurs feront des nombres premiers 
entr’eux. S’ils ne l’étoient pas, la-pro- 
grefïion formée par l’addition de leur 
produit , ne contiendroit à la vérité 
que des nombres propres à fatisfaire 
au problème ; mais elle ne les contien-^ 
droit pas tous. 

C’eil par une application de cettt 
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méthode que l’on peut réfoudre plufeurs 
problèmes 'Telatifs au calendrier. Soit 
propofé , par exemple , de trouver dans 
quelle année de l’ère chrétienne , on a 
eu 17 de cycle lolaire, 6 de cycle lu- 
naire x f d’indiétion. 

On (ait que le cycle folaire , autre- 
ment dit, le cycle des lettres domini- 
cales , eft une révolution périodique 
de 28 ans; que le cycle lunaire, plus 
connu fous le nom de nombre d’or , efl: 
une révolution de 1^ ans, & que l’in— 
diâion romaine recommence tous les 1 y 
ans. 

Cela pofé , appelant x l’année que 
l’on demande, on aura 



2 ( 



5 0 . — — s=sE'\ La première équa- 

iî 

lion donne #=28.E-f- 17 ,&fub{Htuant 
cette yaleur de x dans la fécondé équa- 

- M 
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• 

2,8 E * 4 — 

II 

* * 

tion, on a 

— — E 1 

; d'où 

l'on tire 

19 


après les 

opérations 

conve- 

nables. . 
féquent 

. E = 1 9 E' 
X= ïjz E 1 

■+* 2 2, , & par con- 


Subftituant cette nouvelle valeur de 
x dans la troifïème équation, on trouve 
E'-h 6 z 8 


^ — E" y ce qui donne 

E’= if E ,f -+* ii , & par confequent 
x=798oE" + 6 48 *. 

Soit maintenant E^ç^zo^ on aura 
x — * 648 f • Si l’on fuppofê E^zzzzi 
on aura ~=i44<£?, & ainfî de fuite. 
Mais comme ces années appartiennent 
à la période Julienne, dont le com- 
mencement précède de 4715 ans celui 
de l’ère chrétienne, il faut fouftraire 
4713 de ces différentes époques, pour 
les réduire aux années de notre ère qui 
iàtisfont aux trois conditions du pro- 
blème. 


“ 


Die 
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SûuflraéUon faite fur la première 
époque, qui efl 648?, on trouve 177a 
pour refie. Ainfi depuis le, commence- 
ment de l’ère chrétienne , & meme de- 
puis le commencement du monde , tel 
que la chronologie ordinaire le fixe, il 
n’y a eu que l’année 177a de notre ère 
qui ait réuni tou t-à- la-fois 17 de cycle 
folaire , 6 de nombre d’or , & y d’in- 
diétion. 

/ » 

En fouflrayant pareillement 4713 de 

la féconde époque 1446?, on trouve 
que l’anqée 9751 de notre ère fera la 
feule qui dans l’intervalle de 177a à 
S 7Ça, fàtisfera aux mêmes conditions. 
Les autres années qui y fatisferoient de 
meme , ne fe fuivroient que tous les 
75*80 ans , dont efl formée la période 
Julienne , ainfi appelée de Jofeph-Jule 
Scaliger qui l’imagina le premier. Cette 
période réfiilte du produit des trois^ 
cycles z8, i<? & iy. Elle efl préférable 
à la période Dyonifîenne, qui n’efî que 

L nj 
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de 531 ans, (produit de 28 par 19), 
en ce qu'ei e embraiïe un bien plus 
grand nombre»d’événeinens dans (à durée. 

N. B. Nous avons rejette à la fin 
du Traité d’Algebre ces deux para- 
graphes, à caufe des grandes connoifc 
lances qu’ils fuppofent, & parce qu’ils 
femblent être le réfultat de l’Algebre 
entière. 
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équations pures de tous les degrés , 
6- de celles du fécond en particulier . 

Nous appelons équations pures, celles 
qui ne contiennent qu’une meme puif- 
lance de l’inconnue, comme, par exem- 
ple , #3 — a*= o. On les„ appelle 
auffi équations à deux termes , parce 
qu’en effet elles peuvent toujours être 
réduites à n’en avoir que deux dont 
l’un contiendra l’inconnuè , & l’autre 
fera corrrpofé de quantités toutes con- 
nues, Ainff, ax*-\-bx % — c = o de- 
vient, en diviiant par a-\-b , je a — • 
c 

= 0 ; ax m -\-b xP 1 -+-cx m — 

a — f- b 

d= o , en diviffmt par tout ce qui mul- 
tiplie x m , devient « 

d 

x m — = o. 

a. -i- b -h c - » 

♦ 

La régie générale pour réloudre ceS 
fortes d’équations , de quelque degré 

Liv 
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qu’elles foient , c*elt le laififier Vinçon sJ 
nue feule dans un membre (en obfier- 
vant cependant de la rendre pojïtive , 
fi fon expo fiant efi pair ) & d'extraire 
de pan 6* d'autre , la racine analogue 
à cette puififiance de V inconnue* Ainfî 
û# 2 — b=xzo y en divilant par a % 8c 

* . b 

tranlpolànt, devient x % = — ; & ex- 

a > 

trayant la racine quarrée des deux côtés , 

K b 

— ; de même xi-+* 
a • 


^3^=o, donne xi— — ci, 
x = -—T c i x m — f- a x m — b o , en 

divilànt par le faéteur i -f- a & tranfc 

polànt, devient x m = - ; ex- 


i -f- a 

trayant la racine m des deux membres. 



Remarque» Il faut oblêrver ici que 
dans toutes les équations pures d'un 


\ 
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degré pair , fi x a une valeur réelle , 
elle en a une autre , qui ne différé de 
la première que par le figne , & quelle 
rien peut avoir davantage % Ainfi dans 
— x 6 = o , ou rc 4 = i6, on a 
oc = ih V x^ * ce <l u i donne pour va- 
leurs réelles de a?, ou -f-2, ou — 2 ; 
puifqu’on a également 1 6, fort avec 
(-4-2)4; foit avec ( — a) 4 - Mais 
comme aucun nombre réel autre que 
-h z ou — — 2 , elevé à (à quatrième 
puiflance , ne peut donner 1 6\ on en 
conclura que ce font-là les feules racines 
réelles de x*= t 6 ; & qu’ainli les deux 
autres qu’elle doit contenir, font ima-> 
ginaires. 

Pour découvrir ces imaginaires , on 

divifera l’équation propofée. 

oc * — 16 = 0, par chacun de fes deux 
fadeurs a; -4- 2 , ^ — 2 ; ou bien par 
leur produit x z — 4; & le quotient 
fera une équation du fécond degré , qui 
contiendra les deux racines imaginaire? 

: L v 
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que nous cherchons. Voici le détail de 

ce calcul , 


#4 — 1 6 1 x i 

— x*+j-4X- i " 

X 


— 4 


l 

•“4JC +F Ç 


Si l’on cherche enfuite les racines 
de l’équation x 1 4-4 = 0, on trou- 
vera a; = -Kv/— 4, ou bien • 

a; --=-4 - z y/ — 1 ou — 2 \/ — 1. Ainfî 
les' quatre racines de la propofée (ont 
H-z , — z, ' J r ^\/ — I , — z y / — 1 ; 
& l’on peut encore s’en convaincre, en 
les fubftituant fucceffivement à la place 
de x dans x4~ 1 6 = o ; car on trou- 
vera- qu’elles donnent chacune 16 — 
16 = 0; c’eft-à-dire , qu’elles rem-» 
pli fient la condition énoncée par l’équa- 
tion , laquelle confiée en ce que (on 
premier membre devienne zéro. Cela 
confirme aufii ce que nous avons dit 
ailleurs fur le nombre des racines d’une 
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puiffànce -, car on voit qu’il y a quatre 
quantités différentes, lavoir,-*- 2, — 2, 
-f- 1 y/ — 1 , — 2 — 1 y f° nt l es 

racines quatrièmes de — 16. En gé- 
néral , toute équation Me cette forme, 
x 4 — a = o , doit avoir deux racines 

réelles , qui font -4- V -+- a , ou 

■4- \/ a , & — H- \/ a , ° u — y a ; 

■ 

& deux imaginaires , qui font -+-\ / — \/ a 

& — — V a \ au lieu que celle qui 

prend cette forme , a?4-f-<z=: o , a 
toutes fes racines imaginaires, lefquelles 
font renfermées dans cette expreflion 

æ = -4 -\/ -‘rV — <1 ; puifque x*=: 
— Op donne x* = -Jr V — a. Donc 

x = -H V it V — a ’ (Nous parlerons 
plus bas du nombre & de la forme des 
racines imaginaires , dans les équations 
pures d’autres degrés» ) 

Si une équation du fécond degré eft 
complet te , c’efl-à-dire , fi elle contient 

. Lvj 
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la première & la fécondé puiflànce de 
l’inconnue, avec un terme tout connu, 
on a alors deux manières de la réfoudre« 
La première confifte à faire difparoître 
fort fécond terme , & à traiter la trans- 
formée qui en viendra , fuivant la mé- 
thode que nous venons de donner pour 
les équations pures de tous les degrés . 

Soit, par exemple, l’équation,.... 
x" 1 -f- p x -4- q = o. Je commence par 
faire difparoitre fon fécond terme, en 

p 

fubUituant y — — ; à la place de x , 

z 

p 

ou bien en lùppofant que x=y ; 

z 

& j’aurai, 

* 4 =>' a — -, p 

... 4 

P x 

P x=3 py ~- — » 

Z 

<1 = ? 

, Ainfi la transformée devient y~ 

^ p* q z=z o -, laiiiant donc l’inçonnue 


Digitized bÿ"C()OgIe 



B’A L « É B IL ?. 1^3 

foule dans un membre , & toutes les con- 
nues dans l’autre, j’ai y 2 =\p z — qi 
extrayant la racine quarrée d’une & 


d’autre part,y=-q-v/ \p* — q : fubfti- 
tuant cette valeur à la place de y dans 

p 

x = y , j’ai enfin #=: — \p fy, 

z 


\Z\p x — q , c’eft-à-dire , que pour 
une valeur de x> je prendrai — \p~^* 


p z — q , & pour l’autre 

—ï^—Vï />*-?• 

Mais au lieu de cette méthode , dont 
nous n’avons parlé que pour faire une 
application des principes précédons , on 
fuit ordinairement la régie fuivante 
pour réfoudre ces fortes d’équatipns. 

Réglé. i°. Rende\ le premier terme 
(on ne doit pas oublier que le premier 
terme d’une équation eft celui qui con- 
tient la plus haute puifiance de l’in- 
connue ) pofitif , s'il ejl négatif, & 
ne lui laffil d’autre coefficient que 


#■ 


— Digitized by Google 



I*?4 E L É M E S S < 

V unité. z°. Ne laljje\ dans le premier 
membre que les termes affeflés de x, 
& faites de ce membre un quarrd com- 
plet y en lui ajoutant le quatre de la 
' moitié de la quantité connue , qui mul- 
tiplie la première puijfance de V incon- 
nue. 5 0 . Pour conferver V égalité , ajou- 
te-^ autant à Vautre membre y & après 
avoir extrait la racine quarrée des 
deux y vous aure\y en tranfpofant , les 
valeurs de x. 

Exemples, On demande les racines 
de cette équation x 2 -hpx q = o m 
Pour les trouver, je place d’abord d’un 
même coté les termes affeétés de x , 
ce qui donne x 2 -f* px = — q ; & 

comme le premier membre n’eft pas 
un quarré complet , je le complette en 
lui ajoutant le quarré de \p qui eft 
\p z y que j’ajoute auffi à l’autre membre, 
pour conferver l’équation; ce qui donne 
x 2 -i~px-i-±p 2 =£/> 2 — q : extrayant 
la racine quarrée que* je fais être d’un 


» 
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'coté x -f. , & l’indiquant de l’autre , 

j’ai x + î/’ = ±\ / ir^î :eIlfin en 

iranfpofant,*=— • \p^z V $ P* — q » 
ce qui indique qu’une valeur de x eft 

— Ip + VIp 2 — q-> & <l ue 1>autre 

ell —\p—VkP Z -~<l- 

Soit l’équation ^ + 5 » — 14 = 0. 
Pour la réfoudre , ie me fers de l’exem- 
ple précédent 9 comme d’une formule 
dans laquelle je fubftitue f pour p & 

1 — 14 pour <7, ce qui d^ne 

*=— 1 4 = — I db**?] 

y/^- = — 7 ou -f- x. 

Soit encore l’équation * 

4* -f- 4 x -h ? = o , laquelle étant com- 
parée à Ja formule ci-deflus , donne 
^7=4 & 2= ? i donc en fubflituant dans 
la (olution, on a 1 \/ — 1 > ce 

qui préfente deux valeurs imaginaires 
de x • 

Par la méthode que nous venons de 
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donner pour le Lecond d-gré , & par ce 
que nous avons dit plu^ haut iur les 
équations pures, on peut réfoudre une 
claiie fort étendue d’équations d’un degré 
quelconque ; lavoir , toutes celles qui 
ont jeultment deux termes officies de 
V inconnue , & d ms lefquels l expo f. int 
de x efl le double dans V un de ce quil 
ejl dans Vautre. En elfet , toutes les 
équations de cette clalfe peuvent être re- 
préfentées par celles-ci, x 2 m -f - p x m -H 
qz=o (en fuppofant que p & q re-, 
préfentent de^ quantités connues.) Or, 
fi on confidère d’abord dans celle-ci x m 
comme l’inconnue , on n’a qu’une équa«* 
tion du lecond degré , dans laquelle on 
trouve, par ia méthode de ce degré % 

xn^z^jp -Jh ylp 2 üPq- l &<extrayant 
ensuite la racine m des deux côtés, on a 

* ~ ~%~\p di ^^ip 2 "d - q. 

. Soit l’équation x 
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qui eft évidemment de la clafle de celles 
dont nous parlons. Pour en avoir les 
racines , je fubftitue dans la formule ci- 
defïiis i pour m, 4 pour -f -p & — 96 
pour — q , ce qui donne (en prenant 
dans la valeur de x le figne fupérieur 
pour p & l’inférieur pour q , ainfï que la 
luppofition l’exige) 



'Ç/' — z -f- 10=: ]y •+- 8 , ou 1 1 
or, en cherchant les trois racines dif- 
férentes que doivent avoir chacune de 
celles-ci , on trouveroit les fix racines 
de l’équation propofée , parmi lefquellcs 
il y en a deux réelles & quatre ima- 
ginaires. 


i 
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Des équations du troifième degré. 

La méthode qui paroît la plus fimple 
pour réfoudre ces fortes d'équations , ' 
c’efl d’en former d’abord une de ce degré 
qui ait une racine connue ; de Ce fervir 
de cette racine pour découvrir les deux 
autres ; & enfuite de ramener toutes les 
équations de ce degré à la forme de celle 
que nous aurons ainfi réfolue , afin de 
pouvoir y appliquer la même méthode. 

Soit donc x = {/ a -+-**/ b , dans la-' 
quelle a & b Ont des quantités con- 
nues : fuppofons qu’on éleve les deux 
membres de cette équation au cube , 
t on doit t fâvoir former le cube d’un 
binôme , fans pafler par la multipli- 
cation , & cette formation revient a 
-prendre le cube de chaque terme , & 
leur triple produit multiplié par leur 

fomme.) On a donc ici.. 

x 3 = a -f- b -h* 3 Æ -H b ) j 

\ , 
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ou bien mettant x au lieu de Ion égale 
f/ a+y' b, xi =3 abxx-t- a-+-b y 
dans laquelle une racine ou valeur de 
x eft nécefiairement \/ a-t-f/ b. 

Pour découvrir les deux autres ra- 
cines , le moyen le plus fimple eft de 
tranfpofèr tous les termes de l’équation 
du coté de x*, & de la divifer par 

x — ’i/a — \Zb , qui eft un de Tes 

fadeurs. Par-là l’équation fera réduite 
au fécond degré ; & les deux autres 
racines fe trouveront par la méthode 
de ce degré. iVlais afin de rendre la 
divifion plus facile , nous fuppoferons que 
\Z a = c , & que ÿ b = d , ce qui 
change l’équation donnée en 

xi — $cdx — ci - — d 3=o, & Ion 

fadeur en x — c — d ; & alors le 
quotient fe trouvera par le calcul fiû- 
vant. . . 
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Il ne s’agit donc à préfent que de 
confidérer ce quotient comme une é pia- 
tion du fécond degré , laquelle fera 
x 2 H— ( c “4“ d ) x ”4* c 2 — c d H— d 2 — o , 
& d’en prendre Jies racines ’ d’aprcs la 
formule donnée ci-deflus , ce qui fera 

■ — c — d 

trouver x = 

2 . 

X/”/ —c — d \ a * 

V ^ v—J — c z -t-cd — d 2 » 

Pour Amplifier cette exprelfion , on éle- 

yera au quarré la fraftion , 

2 

.qui eft fous le radical , & alors toutes 
les quantités qui font fous le ligne , fo 
réduiront à — \c 2 -\-\cd—\d 2 , ou 
bien à — 3 ($c 2 — \ c d~\- \ d 2 )* 
Ainfi ce radical deviendra. 

± \/ r — — \cd+id')i 

^ • 

& comme fous cette forme il contient 
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. C — d 

le quarré de multiplié pat 

2 

— 3 , en faifànt pafTer hors du ligne, 

. . , . (c-—d) 

il devient.-. \é — 3; 

2 

& par conféquent lus deux racines que 
nous cherchons font . . . .......... 

— c — d / c — d \ 

*=— r -± v— y-* 

De-la nous pouvons conclure que dans 
toute équation du troifième degré , 
qui fera diCpofée de telle manière , 
i°. qu'elle n'ait pas de fécond terme : 
z°. que le tterme connu foit la famine 
de deux cubes (c 3 , d*) : 3 0 . que le 
coefficient de x foit le triple produit 
de leurs racines cubiques ( 3 c d ) , on 
aura fes trois racines exprimées par 

sc — - C *-f- d , 

— c — d-+-(c d) \/ —-3 

#= 

Z 


Digiti 



». 


D*A L G E B R E. 20 J 

— c — d — (c — (!) \/ — 3 

2 

Exemples. Soit cette équation....’ 
x 3 = 6x-h 9 , qui renferme toutes 
les conditions que nous demandons ; 
puifqu’elle n’a pas de fécond terme , 
que de plus le terme connu <? eft la 
fomme de deux cubes 8 1 ; & que 

le coefficient de x, favoir 6, ell le 
triple produit de.leurs racines cubiques, 
2 & i. Faifant ici c=)/ 8, d~\ i ; 
j’aurai d’après les formules ci-dellus, 

x = S > 

— 5 + V 7 — 3 

x — - > 

— 3 — V — 3 

x = — . 

2 

Soit celle-ci, x^ = — 6x—~7^ 
dans laquelle — — 7=1 — 8, qui lont 
les cubes de-f-i & de — z; & — 6 
eft aufli le triple produit de leurs ra- 
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cines cubiques. Ainfî nous devons trou* 
ver ces trois racines d’après les for- 
mules , en faifant c == — a, <?= i » 
& elles feront, 

x = — r * * 

i — 3 V — t 


— 3 

X = — « 

z 

‘ Si l’on examine encore* cetté autre 
équation x 1 = 36 9 1 » on trou- 

vera dans les memes conditions que les 
précédentes , & les memes formules fe-* 
ront trouver polir fes racines , 

x = 7 » 

*— 7 + 1 / — 3 

x = — » 

1 

7 — ' V 7 — 3 

££ = — 0 

2 

Dans tous ces différens cas , oti peut 

i « 
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fê convaincre que l’équation résolue a 
les propriétés qui doivent nécefïâirement 
lui convenir. 

Les exemples que nous venons de 
rapporter , n’ont présenté aucune diffi- 
culté; mais on doit s’attendre qu’il n’en 
leroit pas ainfi d’un grand nombre 
d’autres équations : parce qu’il ne peut 
point être toujours aufïi aifé de les ra- 
mener aux conditions que la folution 
précédente exige. Nous pouvons, à la 
vérité, remplir la première dans tous 
les cas i & le problème fuivant va nous 
apprendre à fatisfaire aux deux autres. 

Problème. Deux nombres p & q 
étant donnés , on en demande deux 
autres , tels que leur Jomme foit égale 
à q ; & que le triple produit de leurs 
racines cubiques foit égal à p. 

Défignant ces nombres inconnus l’un 
par y, & l’autre par la première 
condition eft que y-\-^ = q : la fé- 
condé que 3 \/yi=:p. Donc en di- 
Alge.br e. Tome III. M 
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vifant cette dernière équation par 3 , 
& l’élevant au cube , on a y^z=z-+jp 3 , 
qui étant multiplié par 4, devient 

4 y\ = hp % * • - 

Si donc on eleve l’équation y-hq = q 
au ' quarré , lequel fera y Z ' J riy\^r 
, & que de là on ioullraie celle 
que nous venons de trouver, on aura 

y z — a .rî-*-î a =? a — ttP 3 » & en 

extrayant les racines 

y — ^ = -\z\/ <l z — TîP 1 * Ajoutant 
cette dernière équation à la primitive 
y 4-^=^, & dégageant y , on a pour 

fa valeur, y ~\q±:W q z — tt P 3 * 
ou bien en failànt entrer la fraétion l 
fous le ligne radical , 

J = 1? V\<l x — -TîP 3 - 
Pour avoir la valeur de ^ , il n’y a 
qu’à fubfiituer celle de y dans la pri- 
mitive y+![ = ^ , laquelle donne 
ï = 7 — y y & l’on a ? 
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Ï=T î-t-V'Jî 2 — 3T p 1 - 
Il n’eft pas douteux que ces valeurs 
de y & £ ne remplirent les conditions 
du problème. Car fi on prend leur 
(bmme , les quantités radicales s’éva- 
nouiront', par rapport à l’oppofition des 
lignes ; & il ne reliera dans chaque va- 
leur que { q ; donc on aura y -h Tp=. q , 
ce qui eft la première condition. Quant 
à la fécondé , elle eft également rem- 
plie : car en cblervant que les valeurs 
de y & de ^ préfentent, l’une la fomme, 
l’autre la différence de deux quantités , 

favoir de \q & de \Z{^q 2 — ), 
pour avoir le produit de l’une par 
l’autre , il fuffit de prendre la différence 
de leurs quarrcs , qui fera 

W — iq Z +TîP*> ou b ien ït/ 7 J • 

Donc le produit des racines cubiques 
de ces valeurs fera ÿ^jp 3 ou ~p\ & 
le triple produit de çes racines fera p y 
ainfi que l’exige la fécondé condition. 

Mij 
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Corollaire. On conclura de-là que 
toute équation du troijîème degré peut 
être ramenée à La forme de celles dont 
nous avons parlé plus haut ; & qu’ainfi 
les mêmes formules en pourront indi- 
quer les trois racines. Car quelle que 
foit cette équation , on peut faire éva- 
nouir fon fécond terme, & alors on peut 
la reprélenter par x^=zpx-bq , dans 
laquelle p & q indiqueront des nombres 
connus quelconques. Or , on pourroit 
mettre ( fans rien changer à ces nombres) 
à la place de q , la fbmme des valeurs 
de y & de ^ prifes du problème précé- 
dent; à la place de/;, le triple produit des 
racines cubiques de ces même valeurs ; 
& alors l’équation x* — px-\-q y fe- 
roit teut-à-fait de la forme de celles 
que nous avons déjà réfolues. Suppofant 
donc ces nombres fubflitués à la place 
de p & de q, on dira que dans.... 
xî—px-+-q, on a pour une racine, 

(B) — TT *> 3 "H 
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Ou bien , en fuppofant comme ci-dcP 
fus, que le premier radical cube, la- 
voir , l f\q ■+■ V f ’ q x — 77 p 3 eft ici 
repré fènté par c, & que le fécond, 

1 / î q — V lq z —tîP 1 i,efi P ar 

on a pour une équation quelconque du 
troilième degré , les mêmes expr.eflions 
des racines que nous avons déjà eues \ 
lavoir. 


I..# — c H 

II..# = — 


■d, 

(C + d) 


Z 


ilî.*X — — 


(c-\-d) 

1 


- 4 - 


(c — d) 

V— 3 * 

Z 

( C—d ) 

V 7 — 3* 

Z 


Il ne s’agit donc à préfent que de 
chercher quelles (ont les différentes 
formes que peuvent prendre ces racines. 
Pour les découvrir , il faut fur-tout faire 
attention aux changement que les diver- 
fes valeurs des données p & q produis 

Mtfj 
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ront dans y £ q 1 — jjP 3 > qui entre 
toujours dans les valeurs de c & de d m 
Or il ne peut arriver à ce radical d’au- 
tres changerrens que d’être ou zéro , 
ou une quantité réelle , ou une ima- 
ginaire. Il fera zéro lorfque ~îP^ fera 
négatif & égal à {< 7 % qui doit tou- 
jours être pofitif. Et une équation étant 
propofiée , on voit par les valeurs de 
p & de q fi ■— p 3 = J q 1 ; tandis que 
le figne qui précède p , détermine fî 
~ p 3 fera pofitif ou négatif dans.... 

jq z — tj p* ; car fi l’équation pro- 
posée eft de cette forme, 

5 c? = — p oc -prq , tj p 3 fiera toujours 
pofitif dans ie radical ci-defius ; & G 
elle fcfi de celle-ci, x^—px-^q , il 
y fiera négatif. Donc dans ce cas , les 
deux radicaux cubiques de l’équation 
B y fie réduiront chacun à v / fÿ> ou 
bien dans nos formules c — d— q\ 
ce qui Suffit pour en faire évanouir la. 


Du 
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partie imaginaire. Ainfi les trois racines 
font alors réelles, deux d’entr’elles font 
chacune la moitié de la troilîème & 
d’un ligne contraire , ou bien on a , 

x = c -+- d , 

(c ~{-d) 

Z 

( c *+- d) 

z 

Si le radical quarré V ~q z — ~p * 
ell une quantité réelle , la première 
des racines fera réelle ; puilque les 
radicaux cubiques de l’équation B , re- 
préfentés par c & par d , n’auront rien 
d’imaginaire. Mais alors les deux autres 
racines feront imaginaires , puifqué 
chacune contiendra le fadeur imagi- 
naire y/ — 3, lequel n’étant multiplié 
ni par des quantités égales & oppc- 
fées, ni par d’autres imaginaires, il 
reliera nécefiairement des termes ima- 
ginaires dans le produit. Or , li l’on. 
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demande quand eft-ce que , *** 

J/^ £ q* — — p 3 eft une quantité réelle, 
♦il eft aifé de voir que ce fera toutes 
les fois qüe p entrera fous le radical 
avec le ligne H~ , ce qui arrivera dans 
toutes les équations de cette forme , 
x 3 = — px-prq\ ou même lorfque p 
y entrant avec le ligne ( ce qui ne peut 
arriver que dans les équations de cette 
forme-ci, x 3 = px -4- <7 ) , on aura 

Examinons à prêlent le cas où.,., 

'[/' ±q z — '-pi fera imaginaire, &ob* 
fervons d’abord que ce cas ne peut avoir 
lieu qu’autant que -p^p* fe trouvera 
négatif lôus le radical, & plus grand 
que £ q 2 . La première condition exige 
donc que la propolee foit de cette 
forme x* =p x -\ - <7; & la teconde 

que l’on ait -j- p >r-r q 2 - y ou bien 

p^> îŸ \ q x * Dans ceças,qui, comme 


i 
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on voit par la latitude de fès condi- 
tions, peut s’étendre à l’infini, chacun 
des radicaux cubiques de l’équation B 
cfi: imaginaire , pris féparément : ce- 
pendant ici, comme dans d’autres cas, 
leur fbmme devient réelle dans la 
première racine , ainfî que leur diffé- 
rence multipliée par \/ — 3 dans les 
deux autres. Perfonne , à la vérité, 
n’a pu jufqu’ici en trouver l’expreffion 
générale , & c’efl cette difficulté qui 
a fait donner à ce cas le nom de cas 
irréductible . 

Pour prouver qu’ici les trois racines 
de l’équation font réelles , fûppofôns 
que l’excès de — 3 fur foit 
défîgné par — n, & l’on aura 

c== ^ V — « «} 

d = ^ \q — V — n • Donc en chan- 
geant les radicaux en puifïances fradion- 
naires, à la place de la première racine! 
qui donne ^ = on aura; 
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» = y/—” nÿ — y / — n ) V 

* Or } on fait qu’à quelque même puiÊ 
ïànce qu’on éieve deux quantités de 
cette forme , leur fomme devient réelle , 
parce que les termes imaginaires de 
l’une font égaux à ceux de l’autre, & 
précédés de lignes contraires. Mais 
comine ce calcul nous efl néceflaire pour 
les autres racines , nous l’allons répéter 
ici en défignant \ q par a , \/—~n par 
b\/ — i , & l’expofant y par /?, ce qui 
doit rendre le calcul applicable à toutes 
les puifiances de femblables quantités. 

, Ain fi nous aurons (a-\-b\/ — 1)^ = 


^ A 1 • t > • • 
p.p — r 


z 


.aP+paP—'b y/ — i 
aP — 2 b z — 


I 


p.p—rT.P * 


a. P — 3 b 3 y/ — i 


V ' 

rp—i.r—i.p— i i jlP _ 4<4 ^ 


i.J.4 
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p.p — i.p — Z. p — 3 .p — 4 

* • « « » * 

a.j.4.^ 

a p 5 b * V — i — enfuite 

( a — b y/ — i )p= 


(B)..... 

p.p—i 


ai? — p aP — x b y / — i 



-h 


p.p—i.p—z 

*•3 


aP 1 b~l y/ — — i -4, 


p.p — i.p — z.p — 3 

■ aP — 4^4 — ,, 

1 . 3.4 

P-p —i.p—z.p — l.p — 4 
1 . 3 . 4 .? 

aP—5bS \/ — I — 

Or, G l’on ajoute la fuite A à la 
fuite B , ainfi que l’exige l’exprefiion de 
la première racine, qui eft w = c-h ^ 9 
les termes de rang pair , qui font les 
fouis qui contiennent le fadeur imagi- 
naire y / — 1 9 fo détruiront, & la valeur 
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de la ^première racine refiera réelle, 
mais inafiignable en termes finis. 

# Pour prouver qu’il en eft ainfi des 
deux autres, il faut faire attention, 
1 °. qu’outre la moitié de la première 
Tracine, la fêcopde contient 



c’efi - à - dire , . ^ 


A — B 

X V — ~ 3 > la troifièmq 

z 


<— V-» 


ou bien 


B— A 


V'— S- x°» Qu’en multipliant 
par y'— I» on a— ^3; puifque... 
\/ — ^=v/3Xv/ — ii & qu’ainfi 
V' — 3 X \/ — i = ^3 X v / — 1 * 
V— i=\/3X— i=— */?• 


De-là orr conclura qu’en multipliant 
les fuites A 8t B par — 3 » d’abord 
on fera difparoitre la forme imaginaire 
dans les termes de rang pair , où Ce 

trouve 
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trouve \/ — i ; & que de plus , on chan- • 
géra leurs lignes , comme fi on en eût 
multiplié la partie réelle par — v' 3 : 
au contraire, dans les termes de rang 
impair le fadeur —3 fera naître 14 , 
forme imaginaire , & ne changera point 
les lignes. De lorte qu’après avoir mul- 
tiplié ces fuites par y / — 3 , la marche 
des lignes fera: « 

Pout A .., — — H — h — .«i 
Pour B 4-4* — -—4-4-. .. 

Et fi alors on Ibufirait la fuite B de la 
luite A (ainfi que l’indique c — d) les 
termes de rang impair, qui font les 
fêuls imaginaires, le détruiront par l’op- 
polition des lignes ; & les termes de 
rang pair dans la fuite A , feront dou- 
blés , ce qui donnera , 
t 
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(C). •• • .2 (~—pa p ï b \/ 3 4 -. «•«* 

p.p — i .v — 2 

LL L- a P — HWl — — 

z. 3 

f.p — i.p — i.p — 3 -/> — 4 
■ ■ — « « » « 

2-. 3 * 4-5 

û? £ b $ • • ) 


Si au contraire on (ouvrait la fuite 
A de la fuite B , ( comme l’indique 
d — c dans la troifième racine) ées 
termes de rang impair , qui font les feuls 
imaginaires fe détruiront ; & ceux de 
rang pair feront doublés dans la fuite 
B , ce qui donnera , 


i 


(D) x (paP x by/ 3— «I 

p.p — i p — i 

a p — 333 \/ 3 ■+••.• • 

2.3 

p.p — i.p — 2 .p — 3.^ — 


z. 3.4.5 

aP — s b* \/ 3 — ) 


* 


Rapprochant donç les différentes por- 
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tions de ces racines ,& (è fouvenant que 
les majufcules A, B, C, D indiquent 
les fuites à la tête defquelles on les 
a placées , il viendra en quantités réelles, 
ces exprelïions des racines dans le cas 
irréduétiole. 

x — A -+• B , ^ 

—A—B+C 

* = 1 

2 

— A — B-+-D 

x = • 

•L 

De la réfolution des équations 

du quatrième degré • \ 

La méthode que nous nous propolôns 
d’expliquer ici , a été découverte par 

Al. Euler ; & nous allons la prélenter 

» 

telle qu’il l’a donnée dans le premier 
torne de fes Elémens d’Algebre, Elle 
confite, une équation du quatrième de- 
gré étant donnée , à en trouyer une 

Nij 
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du troifième, dont les racines fervent 
à découvrir celles de la première. Mais 
auparavant ii faut voir comment eft-ce 
qu’avec les racines d’une équation du 
troifîènce degré , on peut parvenir à 
une autre qui fera du quatrième. 

Soit donc l’équation du troifième de- 
gré ^-~fï z -4-gi—h=z o, que j’ap- 
pellerai L\ quation auxiliaire x 3t dont 
les trois racines f i.nt ies quantités 
connues p , q , r : fup.,oons que l’on 
ait x == y' p -+- \/ q H- \/ r , & qu’on 
éleve les deux membres de cette équa- 
tion au quarré, ce qui donnera x* = 
P ■+■ q H- r -f- i \/ pq -f- 2 ^ p r -f- z {/ q r. 
Or, p -f- q -4- r=/’j donc en tranfe 
pofent on a, 

x* — f= i \/pq-+-zy / 'pr~hi\/qr 9 

Elevons encore cette dernière équa- 
tion au quarré, & nous aurons, rc4— . 

2 /* a -t-/ 2 = 4pq-+ m 4pr-h4qr-h 

* 

S \ r p^q r •+■ 8 p q z r -q- 8 P î r 2 * 
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4P q-*r *fP r-\- 4qr = \g\ & de plus 

8 Vp Z( l /■ H- 8 y/p q z r -+- 8 y'pqr 3, = 

Sy/pqr (y/p+ y/q y/ r ). Donc 
— z f x * -4-/2 — 4g-— 8 y/ p q r 
{V P~+“V r )' D’ailleurs pqr—h y 

& partant S y/p q r = Sy/ h : par la 
fùppofition y/ p-{-yf q-\-y/ r=x. Donc 
lubilituant ces valeurs, & tranfpofant, 
on a réquation du quatrième degré , 

(A)....%4— zfx * — 8 y/ hXx-b 

f Z — 4g = o , 

dans laquelle une racine doit néceflai- 
rement être x = -t- y/ q -f- y/ r. 

Maintenant , pour réloudre une équa- 
tion quelconque du quatrième degré , 
xomparons-la d’abord à l’équation A ; 
ce qui exige que le fécond terme lui 
manque , & que le premier n’ait que 
l’unité pour coefficient, choies poffibles 
dans tous les cas : & de cette compa- 
raifon nous tirerons les valeurs que doi* 

Niij 
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vent avoir les coefficiens de l’auxiliaire, 
de laquelle on déduira enfuite les ra- 
cines de la propofée. Soit donc 

i * 

(B). . ,x 4 — ax* — b x — c = o , 

qu’on peut prendre pour une formule 
générale , qui reprélênte toutes les 
équations du quatrième degré. Pour dé- 
terminer les coefficiens g, h , de 
fbn auxiliaire , obfervons que les pre- 
miers membres des équations A & B 
rie peqvent fejréduire à zéro j (ans que 
les coefficiens des mêmes puiflànces de 
x ne (oient égaux dans l’une & dans 
l’autre ; ce qui donne, i°. — a — — i f y 
a 

ou /'= — . iV— 8 \/ h = — b , ou 

ï 

bien en élevant au quarré, 6$hx=zbb-y 
& h — ^bb. 3°. — <?=/* — 4 g* 
ou bien 4 gx=f z -+-c , & comme fui- 
vant ce que nous avons vu f=.\a y 
en a g= •— a 1 -+-^. De telle (orte 
jque l’auxiliaire (êra , 
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d’A l g é b r e# n + 
(C)...^3 — — 
^bb = o. 

(On doit obferver qu’ici \c eft feufe 
trait de -^aa ; puifque quand on a 

— -c dans la propofée, il vient 

7* a a -H ; & que quand on a a -f- c , 
il vient ici tjûæ— | r), laquelle étant 
réfolue par les méthodes du troifième 
degré , donnera pour racines trois quan- 
tites connues , que je füppofe être p , 
q , r ; & de-là on conclura que dans 
l’équation générale du quatrième degré, 
on a aufli. x-= p -t- \/ q ■+- r, 

La (eule difficulté qui fe préfente ici , 
c’eft que rien n’obligeant à faire pré- 
céder chacun de ces radicaux d’un même 
ligne, il femble qu’on puilTe les faire in- 
différemment pofitifs ou négatifs ; & quq! 
pouvant alors y trouver huit différentes 
combinaifons des lignes , on n’ait par-là 
huit valeurs de x , au lieu de quatre 
qu’on en doit avoir. Mais il eft aifé des 
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* 

s’aflurer que de ces huit combinailôns , 
il n’y en a que quatre qui puiîTent avoir 
lieu dans chaque cas particulier. Car 
puifque — 8 \/ h = — b , on a , en 
changeant les fignes de l’un & de l’autre, 
= ou Or...... 

\/ h = p '\/ q r y il faut donc que 
le produit de ces trois radicaux , qui 
déterminent la valeur de x , Toit pofitif 
lôrfque ^ b devient pofitif en changeant 
de ligné, gu bien lorfqus le coefficient 
de ;e eft négatif dans la propofée, après 
avoir placé tous les termes d’un même 
coté ; le contraire arriveroit, fi ce coeffi- 
cient étoit pofitif. Or, le produit de ces 
- trois radicaux ne peut être pofitif, qu’au- 
tant qu’il n’y a point dé fignes négatifs qui 
les précédent , ou qu’ils y font en nom- 
bre pair. Ainfi , lorfque le coefficient 
de x fera négatif dans la propofée, 
après avoir mis tous lès termes du côté 
de a?*, on aura. 


■ 


■*« 
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X = OU . . . 


V P ’+'V q~^-V r y 
Vp—Vq—Vr> 
-~V p— Vq-^Vr, 
—Vp+Vq—Vry 


& lorfque ce coefficient de fera po- 
sitif dans la propofée , on aura , 


S -Vp—Vq—Vr* 
-x / p-+-v / q-+-\ /r y 
Vp+Vq—Vr* 
Vp—\/q-+-V r • 


Soit l’équation .^4 — 41 a; 2 -+-64.»-+* 
ioî =0 , dont on demande les racines. 
Pour l'es trouver, je la compare 'à l’équa- 
tion générale B ; & j’ai , en faifânt 
coïncider les termes homogènes . 
« — a = — 4i , -—£ = <>4 , — c=to?î 
ce qui donne pour les cofficiens de l’auxi- 
liaire C, — = — il 
T~ 6 aa-\-\c ~ 1 10 £ — z 6 ? = 84 : 
-—il} — 64; donc l’auxiliaire 

fera ici , 

^3 — 2i^ a H- 84^ — 64=0* 
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Or, cette équation étant rélblue par 
la méthode des divifeurs du dernier 
terme , on trouve que Tes trois racines 
font i , 4, 16 ; & comme ici le coeffi- 
cient de x eft pofitif dans la propofée , 
nous prendrons les lignes — qui doi- 
vent précéder 1 » 1^4» ei * 

nombre impair , ce qui donnera pour 

racines , , 


i Qc - . -^1 Oll • • • 


■ 1 1 i ■ 2> ■ ■ 4 • • • 7 > 

— i *4- t -f- 4 ****** ^ » 
i "4- i ' 4* • • 1 * i 

i — i •+■ 4 3* 


Et en effet , fi l’on multiplie les uns 
par les autres, ces quatre fadeurs -ci 
(x-+- 7 ) {x — O (tf-+-iH*—3) » 
on trouvera que' leur produit efl: égal 
à la propofée x* — 4 1 x* “+* ^4 x -H 
io$ = o. 

Soit encore l’équation x 4 — iox 1 — 
4 ~ -f. 8 = o , qui étant comparée à la 
formu le générale B > donne — io > 
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*_£:== — 4, — c = -f- 8. Donc en 

fubftituant dans l’auxiliaire C , nous 

aurons — \ c. = — 5 > c:=1 

100 . ■ » L • - 12 . • __ _i_ A A ■ - - - ■ 

“7 ff 1 4 4 4 » 64 

— — i Ainfi l’auxiliaire fera — 

64 4* * 

^ -f- 22. ^ _ l = o , dans laquelle , 

pour faire difparoitre les fradions , il 

u 

fuffit de mettre à la place de ^ , 

z 

U* f K 1 

ce qui donnera — h • • • • 

8 4 


17 u . 
8 


i = o; & en multipliant 


tout par 8, zi*-— ioa a -f-i7 u— * = o. 
Or , fi l’on eflaye les divifeurs du der- 
nier terme qui font 4;i , 1 > on 

trouvera que ■— i reuflfit j car 



- — io-f-8 


— — x 

e 

i ; & que c’eft le feul 


— z 

divifeur qui réuflifle* Ainfi une racine 
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de l’équation en u efl z , & pour trou- 
ver les autres qui doivent être incom- 
menfurables , on la divifera par u — ï, 
ce qui donnera pour quotient & 2 — . 
Su- f - 1 = o ; & delle-ci étant réfblue 
par la formule du fécond degré , fera 
trouver, u = 4-4-y/ iy. 

A prêtent , pour avoir les trois ra- 
cines de l’auxiliaire , c’efl-à-dire , les 
valeurs de/?, q y r, on te fbuviendra 


u 


qu’on a fuppofé £ = , ce qui obligé 


* z 


à prendre la moitié des valeurs de u; 

. - 4 + v'lJ 

ainli p = i , q= 


5 • • •••' 



j & fi pour avoir un 


z ' 

nombre quarré au dénominateur de ces 
fractions , on multiplie haut & bas dans 
chacune par 2 , on aura 



• D'A l G E B R Ei 
2 V/I5 


r 8 

vOr, -r«r 

V' ' 4 

v • 


, ainlï que 


229 

eft le quarré de 
8 — 2 y/ if 


n 1 • , V'f V'i 

elt celui de T — — ; 3c 1 on pourra 

1 ! 

s’en convaincre en élevant ces quantités 
à leur quarré. Par conféquent y' p=i 1 , 

• v't -hv's ! ‘ 
v / ? = I 


\f r ; 


Vi — 1/3 : 


• Mais puilqu’ici 


le coefïiciertt de x ell négatif dans la 
propoféo , il faut que dans les valeurs 
de x , il n’y ait point de lignes — — de- 
vant y/ p, \/ <h )/rj ou bien qu’ils y 
foient etf nombres pairs. Ainfï on aura 
pour ces valeurs , 


Algèbre* Tqriiz III, 
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Fin de l" Algèbre'. 
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